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Vo r w r t. 

Die vorliegende Schrift verdankt in gleichem Maasse 
zwei Ursachen ihre Entstehung: einerseits dem Streben, den 
bekannten Grenzwerfh der Belastung einer Säule, bei welchem 
die Möglichkeit einer dauernden Biegung beginnt, als solchen 
den Besuchern meiner Vorlesungen über Festigkeitslehre in 
einfachster und dennoch strenger Betrachtungsweise klar hin- 
zustellen, andererseits dem Studium des höchst anziehend ge- 
schriebenen Buches von Grashof*) und des bekannten Werkes 
von Clebsch**), worin derselbe bezüglich meines Themas 
das Verfahren der technischen Schriftsteller scharf beurtheilt, 
welche sich - durch die künstlichsten Schlüsse das Resultat 
der Unbestimmtheit der Säulenform annehmbar zu machen 
suchen***). Zu ersterem Zwecke fügte ich zu der Belastung 
eine Horizontalkraft hinzu, deren positiver oder negativer 
Werth in natürlicher und unwiderleglicher Art die Natur des 
Gleichgewichts charakterisirt. In zweiter Hinsicht liess ich, 
durch die genannten Autoren angeregt, dem Krümmungsradius 
seinen vollen Ausdruck und unternahm es zu imtersuchen, 
welche Resultate auf diese Weise gewonnen werden könnten. 
Dabei entwickelte ich die Integrale nicht in Reihen, wie dies 
von Clebsch f) vorgeschlagen worden war, sondern erhielt 
durch directe Behandlung derselben die hauptsächlichsten Er- 
gebnisse meiner Untersuchung: die einfache Beziehung zwi- 



*) Festigkeitslehre. Berlin 1866. 

**) Theorie der Elasticität fester Körper, Leipzig 1862. 
***) A. a. 0. S. 407. 
t) A. a. 0. S. 221. Vgl. überhaupt daselbst die Entwickelung 
für die Biegung eines Stabes S. 218 ff. 



-vi- 
schen der Richtung des letzten Elementes der Säulenaxe und 
der Grösse der Belastung; den Maximal werth der Entfernung 
des Endpunktes der umgebogenen Säule von der durch ihre 
Wurzel gehenden Verticalen; seinen Zusammenhang mit der 
Möglichkeit, die Säule durch eine Horizontalkraft wieder auf- 
zurichten; eine einfache Methode zur Bestimmung des Elasti- 
citätsmodulus und Anderes. 

In den Werken anderer, als der beiden genannten Autoren 
habe ich wenig gefunden, was mir die Arbeit gefördert hätte; 
daher bietet sich mir in dem Buche selbst fast nie Veranlas- 
sung, auf frühere Leistungen mich zu beziehen, und ich will 
deshalb an dieser Stelle die hauptsächlichsten Schriftsteller, 
die sich mit meinem Gegenstande beschäftigt haben, kurz 
erwähnen*). Die Theorie der elastischen Linie ist zuerst 
von Jacob Bernoulli**) behandelt. Von diesem genialen 
Mathematiker rührt der zu genanntem Zwecke entwickelte 
Ausdruck für den Krümmungsradius her, mit dessen Hülfe 
man, wie er zeigt, geometrisch die elastische Linie zu con- 
struiren vermag, wenn die Curve der Spannungen gegeben 
ist; ist letztere im speciellen Falle eine gerade Linie mit der 
Ordinate Null am Aufhängepunkte des Gewichts, so sind die 
Krümmungsradien den Hebelarmen des letzteren umgekehrt 
proportional (womit also das Grundprincip der ganzen Theorie 
gegeben ist). Eine weitere Entwicklung der Theorie der 
Elasticität verdanken wir (zumal nach technischer Seite hin) 
Na vier***), der die Querschnitte nach der Biegung eben 
bleiben lässt, und Poissonf). Der Letztere giebt bereits 
bezüglich des Themas der nachfolgenden Schrift einen Nähe- 



*) Es liegt mir ferne, eine Geschichte der Entwickelung der 
Elasticitätslehre geben zu wollen; man möge sich deshalb nicht wun- 
dern, Namen wie Euler, Lagrange etc. im Texte nicht zu finden. 
**) Acta Eruditorum. Leipzig 1694. 

***) Besume des legons donnees ä VEcole des Fonts et Chaiissees sur 
VappUcation de la mecanique ä VHablissement des constructions et des 
muchines. Paris 1826 (mir leider nicht zugänglich). Vgl. auch die aus- 
führlichen Literaturangaben von St. Venant (Liouville J. llieme serie 
tome L 1866). 

t) Lehrbuch der Mechanik, deutsch von Stern. Berlin 1835. 
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rungswerth für die Abweichung des Säulenendpunktes von 
der Verticalen an, falls die Belastung den oben erwähnten 
Grenzwerth wenig überschreitet. Auch die Anzahl von Gleich- 
gewichtsformen, welche die Säule je nach der Grösse der Be- 
lastung annehmen kann, ist von ihm abgeleitet und später 
von Min ding*) etwas präciser ausgesprochen worden. Von 
späteren Schriftstellern, wie z. B. Weisbach, scheinen diese 
Angaben unbeachtet geblieben zu sein. In neuerer Zeit haben 
sich, abgesehen von den classischen Untersuchungen Kirch- 
hofs**), die, von allgemeineren Annahmen über die wirken- 
den Kräfte ausgehend, nicht nach der Seite meines Themas 
hin specialisirt sind, soweit mir bekannt, noch Winkler***) 
und die englischen Gelehrten Thomson und Taitf) mit 
dem Gegenstande beschäftigt. Die Letzteren entwickeln die 
allgemeinen Formen der Gleichgewichtsfiguren durch einma- 
lige Integration der Differentialgleichung. 

Einen höheren Grad von Allgemeinheit, als in den ge- 
nannten Arbeiten (diejenigen über die allgemeine Elasticitäts- 
theorie natürlich ausgenommen) erzielt werden konnte, «er- 
reicht man, wenn zur Belastung (Verticalkraft) noch eine 
seitliche Kraft (Horizontalkraft) hinzugefügt wird, und dies 
ist die Aufgabe, welche das vorliegende Buch behandelt. Der 
Stoff ist im Ganzen so geordnet, wie er sich bei der Arbeit 
selbst vor mir gestaltete, ausser dass ich es zunächst für ge- 
bpten hielt, in der Einleitung meine Voraussetzungen anzu- 
geben und die strenge Gültigkeit der die Grundlage bildenden 
sogenannten Navier'schen Gleichung für dieselben zu be- 
weisen. Im ersten Abschnitt werden sodann aus derselben 
die Formeln entwickelt, die den späteren Untersuchungen zu 
Ausgangspunkten dienen sollen. Darauf wendet er sich spe- 
ciell der Betrachtung der belasteten, aber von keiner Hori- 



*) Differential' und Integralrechnung, 2. Theil. Berlin 1838. 
"**) lieber das Gleichgewicht tmd die Bewegung eines unendlich 
dünnen elastischen Stades. Crelle's Journal, Band 66. — Vorlesungen 
über Mechanik. Leipzig 1876. 

***) Elastidtät und Festigkeit Prag 1867. 
t) Theoretische Physik, deutsch von Helmholtz und Wie de- 
mahn. Braunschweig 1874. 
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zontalkraffc ergriffenen Säule zu. Ausserdem ist darin Ge- 
legenheit geboten ; den von einer Transversalkraft ergriffenen 
unbelasteten Stab (gewöhnlich als eingemauerter, gewichts- 
loser Balken bezeichnet) strengerer Betrachtung zu unter- 
ziehen, die an einer anderen Stelle, im letzten Abschnitt, 
ihren Abschluss findet. — Der zweite Abschnitt bildet dem 
Umfang und Inhalt nach den Haupttheil der Schrift und be- 
spricht die Wirkungsweise sowohl einer nach aussen gerich- 
teten (positiven), wie auch ganz besonders einer der Verti- 
calen*) zugewandten (negativen) Horizontalkraft. Die ver- 
schiedenen Gleichgewichtslagen und Gleichgewichtsfiguren er- 
geben sich dabei als specielle Fälle, im Ganzen in üeberein- 
stimmung mit den bekannten Formen, jedoch derart, dass sie 
jetzt präcise berechnet und dargestellt werden können. — 
Im dritten Abschnitt werden Anwendungen vorgeführt, bei 
denen die Kraft gegen das Säulenende schräg gerichtet ist, 
so dass eine Zerlegung in eine Yertical- und eine Horizontal- 
componente nöthig wird. Das Problem, auf welches die darin 
behandelten Aufgaben (die erste ausgenommen) mehr oder 
weniger hinweisen: Die Bewegung des Endpunktes der skh 
selbst überlassenen Säule hoffe ich auch mit meinen Formeln 
bezwingen und zur Zeit der Beurtheilung der Fachgenossen 
vorlegen zu können. 

Eine Eigenthümlichkeit des Buches, wegen deren ich 
mich vielleicht rechtfertigen muss, bilden die vielen Zahlen, 
die theils als Grundlage theils als Resultate numerischer 
Rechnungen in ihm Platz erhalten haben. Wenngleich viele 
Resultate sich rein ^ theoretisch aus den Formeln ableiten 
Hessen, so ist bei einer Arbeit in einem Gebiete, das an der 
Grenze zwischen Mathematik und Physik steht, unwillkürlich 
der Sinn darauf gerichtet, die Anschauung auch in's Interesse 
zu ziehen und derselben durch Angabe von Zahlen und For- 
men ihr Recht widerfahren zu lassen. Die Resultate dieser 
Rechnungen, denen wie gesagt die theoretische Entwickelung 



*) Unter dem Ausdrucke: „die Verticale" verstehe ich hier und 
überhaupt diejenige yerticale Linie, welche die Säulenaxe ursprünglich 
einnahm. 
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fast steta zur Seite geht, habe ich an betreffender Stelle immer 
in Worten klar darzulegen gesucht. Sollte mir dies nicht so 
gelungen sein^ wie ich es wünschte ^ so hätte dies mit darin 
seinen Grund ^ dass ich mich scheute^ die Geduld des Lesers 
durch zu grosse Ausführlichkeit zu ermüden. Wenn anderer- 
seits die letzten beiden Probleme nicht so ausführlich behan- 
delt sind; wie die früheren^ so möge in der äusserst zeitrau- 
benden Rechnung ein Entschuldigungsgrund gefunden werden. 

Als Hüifsmittel zu den Rechnungen dienten mir die Le- 
gendre'schen Tabellen über die elliptischen Integrale erster 
und zweiter Gattung (Exerdces de calcul integral y tome III. 
Paris 1816), nach denen auch die am Schlüsse der Schrift 
befindlichen Tabellen ausgearbeitet wurden. 

Schliesslich muss ich noch eines äusseren Umstandes 
erwähnen. Ich gebrauche stets die Ausdrücke Stab oder Säuk, 
obgleich dieselben, besonders der letztere, l^äufig uicht passend 
erscheinen dürften: ich merkte dies zu spät, um es noch än- 
dern zu können, und bitte den geehrten Leser, nach seinem 
Ermessen an betreffender Stelle Saide oder Stab oder Feder 
zu lesen. 

Und so möge denn dies Buch, dem ich seit einer Reihe 
von Jahren die Zeit meiner Müsse, die mir verschiedenartiger 
Amtsthätigkeit wegen nur in geringem Maasse gegönnt ist, 
gewidmet habe, bei den Freunden mathematisch-physikalischer 
Untersuchungen nachsichtsvolle Beurtheilung finden! Möge 
mir die Hoffnung erfüllt werden, dass dem Mathematiker vor- 
züglich Natur und Behandlung der transcendenten Hülfscurven 
Interesse einzufiössen im Stande sei und dass dem Physiker 
der Inhalt der ganzen Schrift Anregung zu Beobachtungen 
gewähre ! 

Königsberg, den 1. December 1879. 

Louis SaaUehüt», 
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beginnt. — Gewöhnliche stabile Gleichgewichtslage der 
Säule und Entfernung aus derselben. Zusatz. Das obere 
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Einleitung. 

Die nachfolgenden Untersuchungen beziehen sich auf die 
Form Veränderung der Axe eines ursprünglich geraden Stabes 
von kleinem Querschnitt, welcher am .unteren Ende fest (und 
zwar in verticaler Richtung) eingewurzelt ist, und auf dessen 
oberes freies Ende eine Belastung und eine Horizontalkraft — 
erstere im Schwerpunkt der Endfläche, letztere in der Rich- 
tung einer Hauptaxe derselben — wirken. Die Grundlage 
der Behandlung bildet die Gleichung, welche den Krümmungs- 
radius mit dem Moment der wirkenden Kräfte in Beziehung 
setzt. Pa unter den oben angegebenen Voraussetzungen die nach- 
folgenden Resultate den Anspruch auf mathematisch strenge 
Gültigkeit erheben — wobei allerdings die Festigkeit des Ma- 
terials als hinreichend angesehen wird, d. h. ausser Betracht 
bleibt — , so ist zunächst die Richtigkeit der oben bezeichneten 
Gleichung darzuthun. Dies erscheint um so nöthiger, als in 
der strengen Elasticitätstheorie an vielen Stellen der Zähler des 
reciproken Krümmungsradius allein auftritt und es hiedurch 
den Anschein gewinnen könnte, als sei ersterer die in Wahr- 
heit erforderliche, letzterer die nur näherungsweise anzuneh- 
mende Function. Bei eingehenderem Studium erkennt man 
allerdings leicht, dass sich die Sache gerade umgekehrt ver- 
hält, und es soll nunmehr einmal mit Hülfe einer Art von 
Erweiterung der Navier'schen Theorie und sodann nach den 
Principien der allgemeinen Elasticitätslehre die mehrfach be- 
zeichnete Gleichung als berechtigte Grundlage für strengere 
Untersuchungen erwiesen werden. 

Es sei in Fig. I ABCLMN ein durch die Axe des ge- 
bogenen, ursprünglich geraden prismatischen Körpers gehender 
Schnitt, welcher mit der Biegungsebene zusammenfällt, 
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BEHM die Verbindungslinie der Schwerpunkte sämmtlicher 
Querschnittsflächen (Schwerpunktslinie oder Axe) und P die 



Fig. I. 




im Schwerpunkt der Endfläche angreifende, die Biegung be- 
wirkende Kraft. Sei ferner DEFGHJ ein ursprünglich von 
parallelen Endflächen begrenztes Stück des Körpers, deren 
sefhr kleine Entfernung EH ursprünglich die Grösse Em 
hatte, deren Verlängerung also Hm ist. Wird durch m eine 
Parallele Imn zu DF gezogen, so erkennt man hiedurch unter 
der Annahme, dass die Querschnitte eben bleiben, oberhalb ihres 
Schnittpunktes k mit QJ die Verlängerungen, resp. unterhalb 
desselben die Verkürzungen der einzelnen Fasern. Aus den- 
selben lassen sich die in ihnen bestehenden Zug- oder Druck- 
spannungen finden. Sei nun pqr die Mittellinie einer belie- 
bigen Faser vom Querschnitt dq, mq = Hr = | ihre Entfer- 



- xvn - 

nung von der Stabaxe^ ferner der Krümmungsradius der ela- 
stischen Linie an dieser Stelle OH=q und endlich die Ent- 
fernung JcHy welche ebenfalls mit der Lage des Punktes H 
sich ändert, = 0. Dann ist die Spannung t für die Einheit 
des Querschnittes der Faser pqr: 

pq Ok 

oder: 

t = '-+!. E (1) 

worin E den Elasticitätsmodulus bedeutet. Betrachten wir 
nun den Körpertheil GJLN in seiner jetzigen Form als starr, 
so müssen die äusseren Kräfte, die auf ihn wirken, einander 
im Gleichgewicht halten. Diese sind aber: 

1) Die Spannungen in den Fasern, welche in der Fläche 
GJ endigen, wie z. B. in der Faser pqr. 

2) Eine in der Fläche GHJ nach oben gerichtete Kraft J?' 
(Gleit- oder Schubkraft). 

3) Das Gewicht P. 

Ziehen wir nun durch B eine Horizontale als X-Axe, be- 
zeichnen die Coordinaten von H: BQ = x, HQ = y und von 
Ml BB, = x^, MR=yj^y sowie den Winkel zwischen dem 
Curvenelement in H und der X-Äxe mit 9, so gelten folgende 
drei Gleichungen, deren letzte H als Momentenmittelpunkt 
voraussetzt und in denen die Summation über den ganzen 
Querschnitt auszudehnen ist: 

cos (fjt .dq — 1^ sin 9 = 

sin fpjt* rfg + F cos 9 = P 

ft .l.dq ^^ P{x^— x). 
Aus den ersten beiden ergiebt sich: 

Jt.dq^^P sin (p 

oder mit Rücksicht auf (1) und den Umstand, dass für H als 
Schwerpunkt: 

fidq^O (2) 



wird: 



f^ = P8in9, (3) 



Saalschatz, der belastete Stab. 
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worin q den ganzen Querschnitt bedeutet. Die dritte Glei- 
chung liefert aber, wenn wir das Trägheitsmoment der Fläche 
GHJ für die senkrecht zur Ebene der Zeichnung (Biegungs- 
ebene) stehende^ durch H gelegte Axe, welche die eine der 
beiden Hauptaxen sein sollte, mit W und den Trägheitsradius 
mit 1 bezeichnen^ in Rücksicht auf die Gleichung: 

Si'dq^ W=qi.\. ..... (4) 

sowie auf (1) und (2): 

__ = P(a;,-a;). . ..... (5) 

Aus den Gleichungen (3), (4) und (5) folgen zunächst: 






Q-'Z = 



{x^ — x) 



PiXi — X) 

A« / . , qE\ 



oder: 

P sinqp + qE F{x^^x) 



(6) 



Setzen wir nun für — und sin w die Werthe ein: 

d^y dy 

1 dx^ . dx 

Y = 1 ÄT^ÄTT^. smcjp = 



i'+eä"!*' v^TW' 



SO folgt aus (6) endlich die Gleichung: 
dy d^ d^y 



['+©']• ['+(M)1 



Multiplicirt man diese Gleichung mit dx und integrirt, so 

kommt: 

dy^ 

^^' 1 +Tri;.— =J^==^(2a;i-a;)+Const. 



' '+(11) v.+eiy 

also, da für x=0 auch -r= ist: 

' dx 
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/dy\^ dy 

\dx) 



oder mit Wiedereinführung des Winkels 9: 

TF^ sin 9) -f; -2- sin^ 9 = -g^ (2 iCi — a;). . . (8) 
Hieraus lässt sich sin 9 berechnen, und zwar ist: 

sin (p = p^i [/ 1 + ^ppry^, :r . (2 a^i — a;) — -pp- 

oder wenn wir mit Rücksicht darauf, dass der Querschnitt 
also auch A, eine kleine Grösse sein soll, die Quadratwurzel, 
entwickeln und nur die ersten Glieder beibehalten: 

^^^^ = 2We ^ (2 a^i — a;) - y [-^\^(2x^-^xf. (9) 

Legt ma»n hingegen der Behandlung die einfachere Gleichung, 
die aus (7) folgt, wenn A^ = gesetzt wird: 

zu Grunde, so ist das Resultat der ersten Integration, wenn 
man den Winkel mit tp statt mit 9 bezeichnet: 

Der Vergleich der beiden Gleichungen (9) und (11) zeigt also, 
dass die Gleichung (10) anwendbar wird, sobald der Quer- 
schnitt so klein ist, dass man endliche, mit }? multiplicirte 
Glieder fortlassen kann. Dies ist aber auch die Bedingung da- 
für, dass der Querschnitt des gebogenen Körpers als eben geblieben 
anzusehen ist. Unter dieser Voraussetzung ist also die Glei- 
chung (10) streng richtig — wenigstens für den Fall der ein- 
fachen Äbbiegung. 

Aber auch für den anderen Specialfall unseres Problems, 
den der verticalen Belastung eines Stabes durch ein im Schwer- 
punkte der Endfläche angebrachtes Gewicht, lassen sich ent- 
sprechende Betrachtungen anstellen. Es sei wiederum DFGJ 



*) Vgl. die spätere Ableitung und besonders die Gleichung (18) 
des § 2, worin nur P statt H zu setzen ist. 

b* 



ein ursprünglich von parallelen Endflächen begrenztes StQck 
des Stabes ACLN (Fig. II), BEHM die gebogene Stabaxe 
(Schwerpimktslinie), Em die ursprüngliche Länge der Faser 




EH, also Hm ihre Verküraung, Imn || FED, prg eine be- 
liebige Faser im Abstand Hr = ^ von der Axe, qr ihre Ver- 
kürzung, K der Schnittpunkt der Linien GJ und In und KH 
= s, endlich der Krßmmungsmittelpunki und OH^q. 
Dann ist die Druckspannung in pr: 



i - 



.£ = 



■ E= - 



•E. 



(12) 



Ist nun F wieder die Schubkraft in der Ebene GHJ, so sind 
die ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen ffir den K5rper- 
theil GJLN folgende: 

cos ipjt dq -{- «m (p . F ^= P 

■ein ipj tdq — cos <p .F •= d, 
woraus: 

ftdq = PcoB ip, 
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oder [nach (12) und (2)]: 

^.J5; = Pcos(;p (13) 

folgt. Die dritte Gleichung sagt: In Bezug auf H als Mo- 
mentenmittelpunkt muss die Momentensumme der Fasersp9,n- 
nungen links von H + dem Momente voh P gleich sein der 
Momentensumme der Faserspannungen rechts von H. Ist nun 
die Entfernung einer Faser rechts von jff = |' und die Druck- 
spannung in ihr = t% so ist 

9 + z 
und 

ß l dq -f Mom. P = /^'g' dq 
d. i. 

,-f^ (^/l da -Sl' da) + Mom. P = ^ (-»/r dq +A''dq). 
Nun ist aber nach (2) und (4): 

/§ dq = /§' dq 

A'dq+ft'dq= W^q.k% 
also kommt: 

^ . 2 . A* == P(yi - 2/), . . . . (14) 

wenn wieder die durch B gezogene Verticale zur X-Axe ge- 
macht und 

gesetzt werden. Aus den Gleichungen (13) und (14) folgt 
nun mit: 






cos 9 = 



[■+61)7 i/MS" 



ähnlich wie früher: 



d^y d^y 

-8-12 — ^j^ 






['+G-37 '^"[■+01)7 



In dieser Gleichung ist ^^^ eine endliche oder kleine Grösse; 
setzt man nun A^ = 0, so ergiebt sich die einfachere Gleichung: 



- XXII — 

'\ = WE^y^-y^ (16) 

Man kann aber auch die obige Gleichung etwas weiter ver- 
folgen. Wenn man mit -~ - dx =^ dy multiplicirt, integrirt 

und die Constante so bestimmt, dass f ür ä; == auch 3^ = 
wird, so erhält man: * 

2(1 - cos9))--^^p:^sin> = .j^r^y(2yi — y). (17) 
Hieraus folgt, wenn man: 

WE y (2 2/1 - y) = ^ (18) 

setzt, die Gleichung (17) für sin^-|- auflöst und schliesslich 

nur Glieder mit A^ beibehält (wobei aber die Quadratwurzel 
bis A* einschliesslich entwickelt werden muss): 

sm*|- = I + A^ü; . . . . . (19) 

worin U eine endliche Grösse ist. Hiemit ergiebt sich weiter: 



g = tgy =i— ^-^(1 + A--F)== ^ \'' (1 + A^F) 

^-y ^-y (20) 

(worin V ebenfalls eine endliche Grösse Bedeutet), und diese 
Gleichung ist, wenn wir darin }} = setzen, identisch mit 
der nachfolgenden Gleichung (15) des § 2. — Der allgemeinere 
Fall einer beliebig gerichteten Kraft lässt sich ähnlich be- 
handeln, nur werden die Formeln complicirter, weshalb ich 
davon absehe und das Besultat der Untersuchung folgender- 
massen zusammenfasse: 

Die Gleichungen (9) imd (20) sind unter der Voraus- 
setzung, dass die Querschnitte eben bleiben, im Uebrigen je- 
doch bei beliebiger Grösse der biegenden Kraft, und nach 
strengen Principien abgeleitet. Sie müssen also gelten, so 
lange die erste Voraussetzung richtig bleibt; die Gültigkeit 
derselben erfordert aber die Vernachlässigung von A* gegen 
endliche Grössen. Thun wir dies in den genannten Glei- 
chungen, so entstehen andere, welche mit den Gleichungen 
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(10) und (16) äquivalent sind. Letztere lassen sich aber in 
die eine: 

7 = WE' (^^) 

worin M das Moment der wirkenden Kräfte bedeutet, zusam- 
menfassen: es ist daher die Gültigkeit der letzteren hei genüg&nd 
Meinem Querschnitt aber bei heliAiger Biegung erwiesen. 

Indessen soll die Gleichung (21) auch noch direct in 
engerem Anschluss an die allgemeinen Principien der Elasti- 
cität abgeleitet werden. 

Wenn auf irgend einen cylindrischen Körper vom Quer- 
schnitt q und der Hohe rj ein auf die Endfläche gleichmässig 
vertheilter Zug wirkt und dadurch die Länge des Körpers um 
V vermehrt, so ist die Zugspannung für die Einheit der Fläche: 

E — oder auch E-^-- Nun möccen auf einen cylindrischen 

fj dri ^ '^ 

Körper von dem sehr kleinen Querschnitt q und der sehr ge- 
ringen Höhe ri am oberen Ende ein Zug Ä in der Richtung 
der Axe und ein positives (im Sinne des Uhrzeigers drehen- 
des) Moment JB' wirken, während die untere Endfläche fest- 
gehalten wird. Jetzt nehme ich die Schwerpunkts-Axe MN 
des Körpers zur i^-Axe, lege die |-Axe durch M in die Ebene 
des Momentes B'y aber zunächst iiach links hin positiv, und 
die 5- Axe senkrecht zur |i^ -Ebene. Ist nun die Verlängerung 
irgend einer Faser parallel der ij-Axe t;, so ist die Spannung 

t darin E'-t-\ für die Fasern der lyf- Ebene sei sie E'\^\ 

(wobei der Index andeuten soll, dass | = zu setzen ist); 
dann ist sie in der Entfernung | von dieser Ebene, wenn wir 

uns j- als Function von | und zwar, da | stets sehr klein 

ari 7 ^ 

bleibt, nach dem Taylo raschen Lehrsatz entwickelt denken: 

Jetzt muss (in Bezug auf M als Momentenmittelpunkt) die 
Momentensumme der Spannungen = dem Momente JB', d. h. 

fii dq - B- 
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sein. Dies giebt wegen der Gleichungen (2) und (4): 

folglich ist: 

dl = {dDo'^Wqi^'^' • • . . . (22) 

Ausserdem muss noch die Summe der Spannungen = A sein ; 
das liefert: 



E 



oder: 



■fr,-^^ = 



folglich: 



und daher: 



/dv\ ^ A^ 

\d7i/o Eq 

Nun ist aber A von der Ordnung von |, also ist . — voraus- 
gesetzt^ dass Ä und JB' von derselben Ordnung oder beide 
endlich sind — das erste Glied auf der rechten Seite von 
höherer Ordnung als das zweite und deshalb fortzulassen*). 
Folglich bleibt: 

^"^ ^' ^ (23b) 



drj EqX^ 

Daraus ergeben sich die Gleichungen: 

\d7i/Q 
Jtdq = Ep^dq_ = pi/lrfS = 0. 

Die erste derselben sagt, dass die Äxe (Schwerpunktslinie) 
keine Spannung, also auch, bis auf Grössen höherer Ordnung, 
keine Verlängerung erfährt; die zweite, dass die Summe der 
Druckspannungen gleich der Summe der Zugspannungen ist. 
— Wir haben bei der Ableitung der Gleichung (23 b) die S-Axe 
nach linlis hin als positiv genommen; nehmen wir sie, wie 



*) Hierdurch erklärt es sich, warum ein Stab sich viel leichter 
zerbrechen als zerreissen lässt. 



bis dahin und wie im Folgenden, wieder nach reeh& hin als 
positiv an, so geht die genannte Gleichung in diese Ober: 

.... (24) 



01) i'gi' S- ■ ■ ■ 

Von dieser Gleichung machen wir nun Anwendung auf 
einen .cylindrischen Körper von sehr kleinem Querschnitt, 
aber endlicher Länge, welcher, einerseits fest, durch eine be- 
liebig gerichtete Kraft, die am freien Ende in der Ebene einer 
Hauptaxe angreift, gebogen ist 
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Sei MN (Fig. III) ein Element der Ase dieses Körpers, 
80 lege ich durch M ein Coordinatensystem analog dem bis- 
herigen, also in die Richtung der geometrischen Axe die 
ij-Axe, dazu senkrecht nach rechts (und zwar mit der Rich- 
tung einer Hauptaice zusammenfallend) die |-Axe, zu beiden 
senkrecht die g-Axe. Betrachte ich einen Punkt P der Iq- 
Ebene, so seien seine Coordinaten nach der Biegung: g -j- u, 
f)-\-v, indem wir annehmen, das» die wirkenden Kräfte sämmt- 
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lieh in diese Ebene fallen^ so dass kein Punkt derselben aus 
ihr herausgetrieben wird. Nehmen wir nun dieselbe Ebene 
als a:^-Ebene eines festen Goordinatensystems an^ dessen An- 
fangspunkt auf der Stabaxe liege, so dass die Coordinaten 
des Punktes M x und y sind, während diese Stelle der ge- 
bogenen Stabaxe, und also auch dieij-Axe, mit der Richtung 
der (vertical gedachten) y-Axe den Winkel q) bildet, so sind 
die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das feste Coor- 
dinatensystem x' und y': 

x' = x + (i + u) cos (p + {i] + v) sin (p) .^^^ 
y' = t/ — (I + t«) sin 9 + (^ + ^) cos (p\ 

Hierin sind u und v abhängig von der Lage des Punktes P, 
also zunächst Functionen von | und rj ; bezeichne ich aber die 
Bogenlänge OM mit s, so kann ich x und y, den Winkel % 
sowie auch x' und y' (nur nicht die beliebig gewählten § und 
ff) als Functionen von s ansehen. — Gehe ich nun vom Punkte 
P parallel der Axe des Elementes zu einem anderen Punkte 
P' über, dass FP' = MN ist, so kann ich mir vorstellen: 
entweder P' gehöre dem folgenden Elemente an, habe in Be- 
zug auf das ihm zuj^ehörige Coordinatensystem, dessen An- 
fangspunkt in N liegt, dieselben Coordinaten | und i^, 5 sei 
aber in s + e?s (d. h. OM in ON) geändert worden, — oder 
P' gehöre demselben Elemente an, und dabei sei rj in i^ + dfi^ 
geändert worden. Da nun bei beiden Operationen die Coor- 
dinaten des Punktes P' gegen das feste System dieselben 
werden müssen, so muss: 

also, da auch ds = di] (nämlich MN = PP') ist: 

^==^ und ^ = 1?^ 

CS ori CS cri 

sein. Demnach erhält man- durch Differentiation aus den Glei- 
chungen (25): 
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du 

d 



«* I /i I ^^\ • dx . du . dv . 

_co89) + (l+g^J8in9>=^+g-^cos9>+3-^sm9. 

- (|+ «) sin 9) ^ + (ij + «) cos 9) ^ 

du . , ft , dv\ dy du . , dv 

-.^-sm<)p+(l + ^jcos9=^-^^ 81119 + ^^008 9 

-(5+w)cos9^ — (i?+t;)sin9^ 



(26) 



(27 a) 



Nun ist aber auch 

ds 8in 9 = dx 

ds cos 9 = dy 

oder eigentlich; da ds sich in ds (1 + a) verlängert, wobei 
aber a eine unendlich kleine Grösse mindestens zweiter Ord- 
nung ist*): 

ds (1 + ö) sin 9 = dx 

ds (1 + <y) cos (f = dy 

Multiplicirt man daher die Gleichungen (26) zuerst mit cos 9 
und — sin 9; sodann mit sin 9 und cos 9, und addirt jedes 
Mal; so erhält man: 



(27 b) 



du 



dtp 



= PI + (^ + ^) :i7 



ds 



ds 



du 
dri 



(28) 



dri ds ^'^ ^ ""^ ds 

Um diese Gleichungen so weit zu vereinfachen, dass sie uu- 
serm Zwecke genügen, müssen wir die Ordnung der darin 
enthaltenen Grössen uns zum Bewusstsein bringen. Es sind 

s und -~ endliche Grössen, 5 ^^^ V kleine Grössen erster 



*) Dies lässt sich in folgender Art veranschauliclien. Integrirt man 
die GleichnDg (23a), so kommt: 



also für |»0: 






<^o = 



Eq 



V- 



Nun ist aber -^ mit — , ^ ^^ a zu vercleichen: ersteres ist 

rj ds Ol 

A . A 

aber = -=- d. i. = ^^ — — . X*, also eine Grösse zweiter Ordnung, ebenso 

ist also auch a eine Grösse zweiter Ordnung. 



- XXVIII - 

Ordüung (wegen des sehr kleinen Querschnittes und der ge- 
ringen Höhe des Elementes), daher w und v von der zweiten 

Ordnung, demnach ^ und ^ (entsprechend — und — ) von 

der ersten Ordnung, hingegen 0- und g- von der zweiten und 

6 ebenfalls von der zweiten Ordnung. Behalten wir nun al- 
lein die Glieder erster Ordnung bei, so vereinfachen sich die 
Gleichungen (28) zu folgenden: 

du d(p\ 

^~ '^'^ (29) 

mit deren zweiter wir auskommen, weshalb über die Ver- 
schiebung, m gar keine Betrachtungen hier angestellt wurden. 

Setzen wir jaämlich für j- denWerth aus (24) ein und heben 

durch 5? so folgt*): 

'sf = ^- (30) 

Betrachten wir nun das Element MN eines Stabes, auf 
dessen freies Ende C (s. Fig. III) eine Kraft in beliebiger 
Richtung mit den Componenten H und K' nach der X- und 
der Y-Axe wirkt. In dem Punkte M des dem Element MN 
vorangehenden mögen hiedurch die Zugspannung Ä in der 
Richtung der tj-Axe und die Zugspannung B in der Richtung 
der §-Axe, sowie ein Kräftepaar mit dem Moment B' hervor- 
gerufen werden. Dann wirken auf das Element MN in M in 
Richtung g: — -B; in Richtung tj: — J.; also 

in Richtung x: — (B cos 9 -f- J. sin 9) = — P, 

in Richtung y: — ( — B sin 9 + J. cos 9) = — Q. 

d P 
demnach in N in Richtung x: P -\- -r- ds, 

in Richtung y: Q -{- -j ds, 

d s 

Da nun auf MN keine äusseren Kräfte wirken, müssen die 
Spannungen einander das Gleichgewicht halten, d. h. es muss 



*) Die erste Gleichung (29) führt übrigens zu demselben Resultate. 
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—- . ds = und -p • (?s = sein, oder mit Portlassung des 

(IS et <f 

Factors ds: 

d 

{^JJ cos 9 -j- .A sm 9; = u 

(31) 



d 



folglich: 



^ (— B sin 9 + J. C0S9) = 



i » 



(32) 



Asinq) -^ B cos 9 = Const. . 

A COS 9 — JB sin 9 = Const. 

Die linken Seiten sind aber die X- resp. F-Componenten der 
auf die obere Endfläche des Elementes wirkenden Kräfte. Für 
das letzte Element sind diese gleich den äusseren Kräften, 

also haben wir: 

Äsin q) -\- B cos (p = H 

> • • ■ • 

A cos op — B ^in w = K 

. . dB' 

Aus dem Kräftepaar B' wird jetzt: — i5' + B' + ~j~ ' ^^ 

= -^ — dS] A liefert kein Moment bezüglich M, aber das in 

N wirkende + B (bis auf Grössen zweiter Ordnung) das Mo- 
ment Bds, also ist noch: 

^ + 5 = . (33) 

Nun folgt aus (32): 

B = H cos 9 — Ä" sin % 
also ist: 

dB' = K sin (p ds — fl'cos tp ds, 

oder, wenn man für B* aus (30), für sin 9 ds und cos 9 ds 
aus (27 a) die Werthe einsetzt: 

Eql^'djl = Kdx-Hdy. 

dw * 

Jetzt ist aber -^ der reciproke Werth des Krümmungsradius 

d 8 
Q, also lässt sich auch schreiben: 



EqkKd- ^Kdx — Hdy. 
Durch Integration folgt somit: 

Eqk^ - ^ Kx — Hy + Const. 
Für den Endpunkt des Stabes ist jedoch (> = c», also, wenn 
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die Coordinaten dieses Punktes CD und OD mit oc^ und y^ 
bezeichnet werden: 

= Kxy^ — Hy^ + Const. 
und daher: 

Eql^.j = H{y, -^ y) - K(x, - x). 

Nun ist aber die rechte Seite das Moment der im Endpunkte 
wirkenden beliebigen Kraft, deren Componenten H und K 
sind. Bezeichnen wir dasselbe durch M und das Trägheits- 
moment qk^ durch W, so nimmt die Gleichung die Form an: 

T - W (^) 

und diese ist identisch mit (21), welche hiedurch also noch- 
mals bewiesen ist. 

Bei der obigen Voraussetzung eines sehr Meinen QuerschniUeSj 
auf welche Gleichung (34) sich gründet, muss auch die Verlän- 
gerung der Stabaxe als verschwindend angesehen werden. Dies 
erkennt man entweder daraus, dass die verhältnissmässige Ver- 
längerung von ds : es eine Grösse zweiter Ordnung ist [s. die 
Anmerkung zu den Gleichungen (27)], weshalb sich auch s 
nur um eine Grösse zweiter Ordnung verlängern wird, oder 
auch aus den Gleichungen (3) oder (13) der vorigen Methode, 
je nachdem die Kraft senkrecht zur Stabaxe oder ihrer Rich- 
tung entgegengesetzt wirkend angenommen wird. Im ersten 
Falle ist nach (1) und (3) die Spannung in der Axe: 

z jp Psinqp 
Q — z . q ' 

daher die Verlängerung des Elementes derselben = ^ ds 

TD * 

oder = ^ ds .X^\ im zweiten Falle ist die Verkürzung = 
■^ !,^ ds • k^y oder im ersten Falle (s. Fig. I) ^^ dy . A^, also 



P 



die Verlängerung bis zum Punkte {x, y) d. i. H: ^^ y . X 



2 



= ^^^ ' HQ ' k^] im zweiten Falle (s. Fig. II) ganz ähnlich 

die Verkürzung = ttte;^ • ^^ = w^'-^ö'^^ so dass in die- 
sem Falle, falls 9 > 90^ oder der Stab umgebogen wird (s. 
später § 4 nebst Tabelle S. 34), bis zur höchsten Stelle Ver- 
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kürzung und von da an Verlängerung, beides proportional der 
Projection der Curve auf die Richtung der Kraft^ stattfindet*). 
In beiden Fällen ist aber der Factor von k^ eine endliche 
Grösse, die Verlängerung resp. Verkürzung sind also Grössen 
zweiter Ordnung. 



*) Zu denselben Ausdrücken gelangen wir auch, wenn wir den 

Werth von a aus der bereits erwähnten Anmerkung, nämlich: a =« 

A 
-TTT^ • X* entnehmen und darin A durch seinen Werth aus den Glei- 

chungen (32) ersetzen. Dann wird die Verlängerung von ds: 

^^{H sia cp -^ K C08 cp) ,d8j 

woraus die im Text angegebenen Ausdrücke folgen, wenn man einmal 
H ==> P, AT = 0, sodann IT =« 0, K => —P setzt. — Die Verlängerung 
wäre also (nach der Bezeichnung der Fig. III): 

^(Hx + Ky), 

wobei auf die verschiedene Lage des Coordinatensystems in den Figuren 
I und II einerseits, Figur Hl andererseits zu achten ist. 



Erster Abschnitt. 

Entwickelnng der (jrnndformelii des Problems. 

Besondere Fälle. 



§ 1. Die Gleichung des Problems in angenäherter Art 

der Behandlung. 

(Voraussetzungen und Bezeichnungen. Geringe Abbiegung. Die Verti- 
calstellung als stabile und labile Gleichgewichtslage. — Specialfall 

P = 0). 

Ein verticaler prismatischer Stab AB 
(Fig. 1) sei an seinem unteren Ende fest- 
geklemmt, an seinem oberen durch ein Ge- 
wicht oder einen verticalen Druck P und eine 
Horizontalkraft H in der Richtung einer 
Hauptaxe des Querschnitts (s. die Einleitung) 
beansprucht, welche letztere wir als positiv 
bezeichnen, wenn sie aus der ursprünglichen 
Lage zu entfernen sucht (Zugspannung), als 
negativ, wenn sie den Stab derselben zu nä- 
hern strebt (Druckspannung). Wir nehmen 
nun an, der Stab oder die Säule , unter welchen Ausdrücken 
wir immer die Staba^xe verstehen, befinde sich in der von der 
ursprünglichen verschiedenen Lage AG unter Einwirkung der 
beiden genannten Kräfte im Gleichgewicht. Bezeichnen 
l die Länge des Stabes, die wir, wie in der Einleitung be- 
sprochen, als unveränderlich ansehen; 
W sein Biegungselement oder Trägheitsmoment für die durch 
den Schwerpunkt seines Querschnittes gehende, zur Bie- 
gungsebene senkrechte Hauptaxe; 
Q den Krümmungsradius in der Biegungsebene für eine be- 
liebige Stelle B des Stabes; 

Saalschutz, der belastete Stab. 1 
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X und y die Coordinaten dieser Stelle für AB als Abscis- 
senaxe und A als Ursprung des Coordinatensystems; 

ajjdie Abscisse des Endpunktes G\ 

y^ die Ordinate des Endpunkts C, falls eine Horizontalkraft 
H vorhanden ist, und 

f dieselbe Grösse, wenn H =0 ist; 

M das statische Moment der wirkenden Kräfte (P und IT) 
für die Stelle D; 

E den Elasticitätsmodulus des Stabes; 

^ 2 

WE ' 

P = Ä; 

dann lautet die Gleichung von Navier, deren strenge Gültig- 
keit für kleine Querschnitte in der Einleitung bewiesen ist: 

Q WE "^^^ 

Nehmen wir nun zuvörderst für — den Näherungswerth -^-^ 

an, welcher voraussetzt, dass (^) seiner Kleinheit wegen 

gegen 1 fortgelassen werden darf, so ist mit derselben An- 
näherung ein Bogenstück des Stabes gleich seiner Vertical- 
projection (Abscisse) zu setzen und daher auch AB als Pro- 
jection. der ganzen Stablänge mit l zu bezeichnen. Demgemäss 
geht die Gleichung (1) in folgende über: 

li ^ WE ^y^ - y'^ + WE (^ - '''^ • ■ ■ (2) 

Setzen wir nun für die Integration: 



^ -2^1-y+f («-^) (3) 



und als Abkürzung: 



so folgt: 



WE ^ > 



lä = -«^^ w 



und daraus: 

= A sin (ax) + B cos (ax) 
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oder: 

TT 

^ = J/i + p (ü — a?) + ^ sin {ax) + ^ cos {ax) . (5) 

worin A und B wie auch «/^ noch zu bestimmende Constanten 
sind. Dieselben folgen aus den Bedingungen an den Grenzen. 
Es ist «„ ^ ^ ^^ ^ 

I • • • . (6) 
folglich: 



für 


X = 


= 


: y 


"' dx 


für 


X — 


-l: 


y = 


= yi, 









yi + 


§i + s, 









H 
P 


+ Aa, 



also: 

y = yi + -p{l — ^) + p^sin(aaj) — (-p Z + y^) co8{ax) 
und daher wegen der letzten Bedingung: 

TT /TT \ 

Vi = J/i + p^ sin (aO — (p? + 2/1) cos («0 

oder: 

ff ^^ 2/1 cos (al) ,^s 

Pa sin (al) — al . cos {al) ^ ^ 

Liegt nun der Bogen al innerhalb der ersten beiden Qua- 
dranten, so ist der Nenner auf der rechten Seite von (7) im- 
mer positiv; denken wir uns also die Abweichung y^ als ge- 
geben, so folgt: 

» 

H>0 wenn aü<— , 



H<,0 wenn aZ>~, 



2 

2 



d. h. also: 

Wenn aZ < ^ oder P< „ ist, so ist eine Zugkraft 

nöthig, um den Stab in einer von der verticalen abweichenden 
Lage zu erhalten. Bei Aufhören derselben wird er also in 
die Anfangslage zurückgehen: die verticäle Stellung ist die stor 
bile Gleichgetmditslage des Stabes, 

Wenn hingegen al>—y also: P> —rw~ ^s*; so ist ein 

Druck erforderlich, um den Stab in einer von der verticalen 

abweichenden Lage zu erhalten; bei Aufhören desselben wird 

1* 
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er nicht wieder in die Anfangslage zurückkehren: die verticale 
Stellung war die labile Gleiehgewichtslage des Stabes, 

Somit ist es also für geringe Abbiegungen einfach und 
streng erwiesen, dass für eine Säule, die, durch zufällige Um- 
stände aus der Verticalen gebracht, von selbst wieder in die- 
selbe zurückkehren soll, die Belastung P kleiner als der oben 

angegebene, lang bekannte Grenzwerth "^ sein muss. Für 

grössere Abbiegungen wird sich das Entsprechende aus der 

weiteren Behandlung (s. besonders § 4) ergeben, üebrigens 

lässt die Gleichung (7) keine Unbestimmtheit in der Lösung 

mehr übrig (wie es in den meisten bisherigen Darstellungen 

geschah), indem die Abbiegung y^ mit der Horizontalkraft H 

in festen Zusammenhang gebracht ist. 

Anmerkung. Nähert sich im vorigen Ausdruck die Grösse 

P allmälig der Null, so ist dasselbe mit a der Fall. Dann er- 

giebt sich nach einander, indem zuergt P= WEa^ gesetzt wird: 

H a^yi cos (aZ) 

WE sin (aT) — al. cos (al) 

a®2/i (1 ) 



al ^ -I — al^l — + ' ' 'j 

«'yi (1 ) . 

a3Z3(l + ...)' 



also für a = 0: 



3 _ 33/. ^ , _ .. _ S l 



8 



= -W oder y,= 



WE P ^ — ^i WE 3 ^ 

welcher Ausdruck mit demjenigen für die Abbiegung eines 
(horizontalen) Stabes durch eine dazu senkrechte Kraft (Ge- 
wicht) vollkommen übereinstimmt. 

§ 2. Die strenge Differentialgleichung des Problems und ihr 

erstes Integral. 

(Specialfälle: J2" = 0, P = 0.) 

Indem wir die Voraussetzung sehr geringer Abbiegung 
nunmehr fallen lassen, müssen wir in der Gleichung (1) des 

§ 1 für — - seinen vollständigen Ausdruck substituiren; gleich- 
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zeitig dürfen wir die letzte Abscisse nicht mehr mit l identi- 
ficiren^ es sind vielmehr x^ und j/j als zunächst unbekannte 
Coordinaten des Endpunktes C einzuführen. Dann ist unter 
sonstiger Beibehaltung der früheren Bezeichnungen und Ein- 

führung von -^^ = 7i : 



dx' 



(•+(H)')' 



— WE ^^ 



H 



y^ + >rB(*i-^) 



= a^ivi — y + h{xi — x)\. 



(1) 



Setzen wir nun: 



fi = yi + Äa?!, 
= /i — (y + Aar) , 



(2) 



so ist: 



dx^ 



(■+G^J*-^s^+'-)* 



= — arz 



dz 



(3) 



Multipliciren wir diese Gleichung mit -r- - dx = d0 und inte- 



dx 



griren zuvörderst unbestimmt, so ist, wenn wir noch 



dz 



(4) 



setzen: 



f-, 



p . dp 



a^z^ 



+ C . , . (5) 



(l+p^ — 2hp + h^)^ ^ 

worin G eine noch zu bestimmende Constante bleibt. 
Die Ausführung der Quadratur ergiebt: 



a^z^ 



1 — hp -}- h^ i* ^ . p 



(6) 



Wenden wir diese Gleichung auf den Punkt x = an, so ist 
mit Rücksicht auf (2) und den Bedingungen der Aufgabe ge- 
mäss zu setzen: 

y = 0, — ^ = y^ -f Ä^i = /; j 

dy ^ dz ^2/ i_ I, 7 * ' ' ' ^^ 

dx ' ^ dx ä,ic "•" 
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u!:io wird: 

-1 ^A' + C. 

Ziehen wir Gleichung (6) von dieser ab, so folgt: 
_j^ Aj> + ft' 1 _ £' (^ _ / .) 

]/l+pi_ 2Ap + ft« 2 ■■ " •" 

uilür, wenn wir 

"-"-"-^--'£-'1 ■ ■ • (8) 

setzen : 

ijtM = i_|!tt._., (9) 

Aus dieser Gleichung lässt sich q bestimmen und dann durch 
eine nochmalige Quadratur ^ mit x in Beziehnng setzen. Es 
ist aber bequemer, statt eine andere Variabele w einzuführen, 
SU dass: 

u = a^ {f^^ — is") (10) 

II ml 

az = ± yä^f^lt 
gusetzt wird. Wie aber aus Gleichung (2) hervorgeht, ist s 
eine negative Grösse *}, daher, wenn unter dem Zeichen y~ 
die positive Wurzel verstanden wird, zu setzen: 

• - -V^TF 

(11) 



" iu — T V »Y,»-, 



! (9) folgl nun: 



7m--'-"' (■'> 



und durch Auflösung dieser Gleichung: 

i(-ir-'i 



*) Diese Behanptung bleibt alleidlngB nicht immer gültig (s. z. 
In: Figuren 6—8 zu § 9), doch ist aie in dem Falle, von dem wir a 
riehen nnd welcher dnrch die Fig. 1 dorgeBtellt wird, richtig und c 
■i^'irt sich in der weiteren Schluaafolgerung von selbst. 
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oder auch: 

ä, >±i/-('-T)i('-tr->-i+^' „„ 

i('-f)*-"i ' 

Um in diesem Ausdrucke das Zeichen zu bestimmen, nehme 
ich wiederum (vgl. die vorige Anm.) den besonderen Fall an, 
h sei positiv; dann muss, mindestens bis zu einer gewissen 

Grösse von x (etwaige Umbiegungsstelle des Stabes), -^ po- 

sitiv sein*). Bezeichne ich nun für den Augenblick die (po- 
sitive) Wurzelgrösse mit B und + 1 mit a, so ist: 

dy^ ^ -h + aB ^ — h^ + a^ E^ ^V"?) 

Nun ist iür X = 0: 0^ = f^ (7), also w = (10). Für wach- 
sendes X und y nimmt z^ = (/i — [j/ + Ifix^ (2) ab und da- 
her u zu, wird also positiv, und gleichzeitig mit ihm auch 

der Zähler von ^; also muss dem Obigen zufolge ebenfalls 

der Nenner positiv sein; da aber 

ist, so kann der Nenner nur positiv sein, wenn a= + 1 ist; 

folglich ist zu setzen: 

dy B, — Ä 

dx ~" 



(' - D'- 



Ä« 



Wir können aber nun U in eine einfachere Form bringen ; es 
ist nämlich: 

^^=Ä^+ii-(i-ini(i-i)-^^i 
=Ä^+(i-^)-(i-i)-/^^+(i-f)v 

= (i-ini+;.-(i-iri, 



*) Für ein negatives h treten andere Verh'ältnisse ein, worüber 
später ausführlich gesprochen wird. Dann kann nämlich, je nach der 
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u 



folglich der positive Werth von R, weil y anfanglich 0, dann 
eine kleine positive Grösse ist, 





-B = 


■(i- 


■^)i/i 


+ Ä*- 


-(' 


:)' 


und 


daher: 

dy 
dx 


(- 


1 ) V' - 










\-h'- 


(- 


. . . * 9 






(.- 


2/ 


-h^ 




Dies 


er Ausdruck wird für H — 

• dy V ' 
dx 


d. 


i. h = 


= 0: 






2/ 

j 





(14) 



(15) 



worin u nach (10) und (2) den Werth annimmt: 

w = aM2/i' — (2/1 — yf) — ö^'2/(2yi — 2/). 
Für den andern Grenzfall aber, nämlich P = d. i. Ä 

= -tt = 00 , ist der Werth von -^ nicht unmittelbar hinzu- 
P ' dx 

schreiben. Ziehen wir jedoch zuerst in (14) h aus der Wurzel 
heraus und dividiren dann Zähler und Nenner durch h\ so wird: 



(izi)]/i,._(iziy_i 

dx / m\« 

Nun ist: 

u = a^[f^^ —(^f^^y — Jixy^ .... (2), (10) 

= a^ (j/ + hx) (2/i — 2/ — Äa;) 

= a^ (2/ + Ä^) (2^/1 — «/ + Ä[2a;i — n;]), 

indem für f^ der Werth i/j + hx^ (2) zurückgesetzt wird. 

Setzen wir nun noch für a^ den Werth -r^^, so ergiebt sich: 



dy 
Grösse von Ä, -r^, das anfänglich P ist, in's Positive oder Negative 

ax 

übergehen. 
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H 

WE ' P 



+ virüi ' ip ^ i^^t ^) 



wobei 



^ = ^We^'^Ui + yxi — xy) 



(17) 



gesetzt ist, «, ß, y also endliche Grössen sind. Folglich wird: 



1-^ 



h H \2H ^ 2H^^/ 



d. i. für P = eine endliche Grösse = — y, folglich mit 
Fortlassung unendlich kleiner Grössen in der rechten Seite 
von (16): 

dy — y /l — y* y yi — y^ y 

dx y^— 1 l-y2 ~ yi_y2' 

d. i. wenn man aus (17) für y den Werth einsetzt: 



dy 2 WE 



X {2Xi — x) 



dx -,/ j£ 



y ^~ 4 ^2je;2 ^^ (^ ^1 ""■ ^) 



(18) 



2 



Dieser Werth stimmt vollständig mit demjenigen überein, den 
die Integration der Gleichung (1) liefert, wenn man darin das 

Glied -^pr^ (j/i — y) fortlässt. 



§ 3. Das zweite Integral der Differentialgleichimg. 

(Coordinaten für eine beliebige Stelle der Säulenaxe und für den End- 
punkt derselben. — DiMrchführtmg des Specidlfdlles P = 0. Zusatz: 
Anwendungen der Formeln des letzteren auf die Wirkung einer kleinen 

Kraft E.) 

Wir kommen nun zur zweiten Integration der Gleichung (1) 
in § 2. Wir müssen also suchen y durch x, oder Beide durch 
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eiue andere Yariabele auszudrücken. Aus der Substitution § 2 

(2) folgt: 

!^ = ^ 4- A 

dx da; "•" ' 

also ist mit Benutzung von (14) des § 2: 



dz 



(,_i)y,+..-(.-^)--»j.+..i(._i)'i 



(' - f )'- 

daher: 



dx 
dz 



('-ly 



(-f)T/.+'--(.-|)->|.+>--(.-ff| 

{(■^)'->-l[(-ai/-+^--(-i)"'+>(-+'--(--i)'i] 
{■+--(-T)i((-fM'+"-(-Tr)) 

|(-D--|[(-Dl/'+--('-l)'+'|.+--(.-|)'l] 



1 + 



--(>-i)'K'+-)l('-T)'-i 



Der letzte Factor des Nenners hebt sich also fort und 3- zer- 

dz 

fällt in zwei Theile: 

(1--) 

dx \ 2/ , h ,^s 

Tz ~ / \ T / 7 — -.iT-^ "^ 1+Ä* ; • • u; 



(i+Ä^)]/i+?^^-(i-i-y 



also wenn ich mit d» multiplicire und im ersten Gliede dz 
durch du ausdrücke [s. § 2 Gl. (U)], so folgt: 

, \ 2 / , hdz ,^v 

2a(l+h^)yi+h^-{l-^) VaVi'-w 

Nun ist für a; = 0: ;^ = -/;, w = [§ 2 Gll. (7), 10)], also 
folgt, wenn die Integration von 0. bis u ausgeführt wird: 

«^= 2äipj / 7/ 7 "^^^r ;; — — +i+p(«/;-V"Y.'-^) 



§3. 
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Setze ich nun, um das Integral in diesem Ausdruck auf die 
Normalform der elliptischen Integrale zu bringen, zuerst vor- 
übergehend: 

1-1 = V'l+^-l (4) 

SO dass also für m = 0: 

V = 2VT+~P— 2 = Voi 
und allgemein: (5) 

V = Vq-^- u i 

wird, so ist: 









und jetzt setze ich: 

V = (a* /;» + Vo) sin* 9) 



(6) 



und 



— ] ^ = sin^'9', 

4|/l + Ä^ ' 



(7) 



dann ergeben sich zuvörderst die gleichzeitig stattfindenden 
Beziehungen : 

für 0? = ist w = ; t; = Vq ; 



9 = 9o; 



Vc 



sin^ 9o = JlTTi" 



sin* 9)q sin* %•' = 
und mit: 

folgt: 



«Yi^ + t^o' 



t?. 



2 1/l+Ä« ' 



V. 



3/* a 7 



«Yi 



Ä = tg(2g) . . . . 

sin 9q sin O*' == sin § . . . 
und ferner mit Benutzung von (7a) und (5): 

.„ = 2(sec(2|)-l) = A«||, 



• • (7a) 



(8) 
(9) 



cos (2 I) - 



8in*'9'' 
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also 



«/i 



und auch: 



V, 



«77 + t'« = rdiV = 



2 sin^ cos «Po 

■l/cÖ8'(2"|) 



(10) 



also [nach (7)]: 



sin^qPo cos (2 g) sin* 9o cos (24)' 



t; = 



4sin'^' sin*qp 



cos (25) 
Durch diese Substitutionen wird das Integral in (6): 







vTT.-v^c+v.y,(.-^^)(.--,j4^;) 



2 /(l — 2 sin*«"' 8in*qp) d(p 

!0s (2 1 W yi — sin^-ö-' sin'*"^ 



■(/cos (2 



• • 



(11) 



(fo 



Ferner ergeben sich leicht die Beziehungen: 

48in* -O"' (sin* 9 — sin* qp^) 



ti 



cos (2 g) 



^ l/cos(2|) 

und somit endlich aus (3) d. §: 



• • • 



.(12) 



ax 



= (cos(2i))tj r^ 



(1 — 2 sin*-©"' 8in*qp) c?qp 
yi — 8in*<9'' sin*qp 



9^0 



+ 2tg (2^) sin-ö"' (cos^o — cos9)L . 



• • 



(13) 



Wir führen nun die von Legendre und Jacobi ange- 
wandten Bezeichnungen ein: 



. n 
J l/l~8in*^sin*9? ^^^' J l/l -sin*'9'8in*9? 





n 



. . (14) 



I Yr^m^d'sm\d(p=E(g))] j |/l — sin*^sin*yC?9=E; 
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und bezeichnen dieselben Functionen , wenn in ihnen statt 0* 
das Argument d'' enthalten ist, bezüglich mit: F {(p), E' (g)), 
K', E' (welche letzteren natürlich nicht mit den Complemen- 
tarfunctionen Ä^, JEJj zu verwechseln sind). Dann können 
wir, indem wir 



/-/-/ 



setzen, ax in die Form bringen: 

ax = (cos(2^))i{[2(E'(g>)-E'{g>,)) - (F' (q>) - F' (cp„))] 

+ 2tg(2|)sin'9'' (cosg?o — cosg?)} .... (15) 

Ferner 

ay = (cos(2^))^{2sin'9'' (cosg?^ — cos<p) 

- tg (2g)[2(E'(9) ~ E'i<p,)) - (F'(cp)-r(q>,))]} (16) 

Letztere Gleichung erhält man in folgender Art: 
Es ist (§ 2 Gleichung (2)): 

dx dx*^ ^ 
also: 

dy = dz — hdx, 
Integrirt man diese Gleichung, so folgt: 

y^8 — hx-\-f^, 

indem für a; = 0: 2/ = 0, z = — /i [§ 2 Gleichung (7)] wird. 

Nun ist a0= —ya^f^^ —u [§ 2 Gleichung (11)J und der 
Werth hiefür und für a/i durch die Gleichungen (10) und (12) 
dieses § angegeben; endlich ist Ä = tg (2|) (Gleichung (8) 
dieses §). Durch die Substitution dieser verschiedenen Werthe 
in die Gleichung (15) für x folgt die- Gleichung (16) für y. 
Diese beiden Gleichungen (15) und (16) sind als die Gleichung 
der Stabaxe anzusehen. 

Die Grenzwerthe der Coordinaten x^ und y^ erhält man, 
indem man ^ = [§2(2)], u = a^f,'' [§ 2 (10)], v = a^f,^+v^ 

[§ 3 (5)] und daher endlich 9? = | setzt [§ 3 (7)]. Dadurch 

gelangt man aus (15) und (16) zu den Ausdrücken: 



ax 



(17) 
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i =(cos(2|))*{ [2 (E' - E' (9„)) - (K' - i^(9o))] 

+ 2tg(2|)8m«''cos9)o| 
ayi = (cos(2|))*{2smd'cos9o - tg(2|)[2(E' - E\q,,)) 

-(K'-^'(9o))])- 

In den rechten Seiten dieser Gleichungen ist J eine durch 
Gleichung (8) dieses § gegebene Grösse und es bleiben daher 
noch zwei Grössen übrig, die nicht von vornherein bestimmt 
werden können, nämlich g?Q und %\ Zwischen diesen besteht 
d'm Beziehnung [Gleichung (9) d. §]; eine zweite ist jedoch bis- 
her noch nicht vorhanden. Um eine solche zu gewinnen, drücken 
wir das Bogenelement aus und integriren über die ganze 
Länge des Stabes. Den . erhaltenen Ausdruck setzen wir der 
ursprünglichen Länge des Stabes gleich, dessen Verlängerung 
oder Verkürzung wir, wie wiederholt erwähnt, vernachlässigen 
müssen. 

Nun. ist das Bogenelement: 



ä. = ä.yx + gl)^ 



oder 



= — n «f rs 9. i 

dx 



da ^ = — 2 ist [§ 2 (8)]. Es ist femer: 



yi+q» ^-^^^ • §2(12) 



u 
'-2 



a=^-'£^ ^ y\l L_^.i2(i4) 



woraus leicht sich ableiten lässt: 

(._j)_.i/,+.._(._.«y 



1 + ^3 



u 
2 



b-l)-- 



.(18) 



Nimmt man nun für dx den Werth § 3. (2) und setzt 
darin für ds seinen Werth 
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., du 
ä^ = r-VT7i= § 2 (11) 



SO erhält man: 



2 



{('-i)-'«ll^+» 



e 



(-i)"-»' 



worin mit Q die Grössel/ 1 + '^^ — ( 1 — ^) bezeichnet ist. 

Multiplicirt man nun Zähler und Nenner einmal mit Q und 
setzt für Q^ seinen Werth, so erhält man nach leichten Re- 
ductionen: 



2ads = 



l/(.v,--.)(.+»--(.-|)') 

und folglich die Bogenlänge vom tiefsten bis zu einem belie- 
bigen Punkte: 



u 



2as = / - ^- ''" -^ -^= . . . (19) 

/l/(.v,--»)(.+»--(.-J)') 

Führen wir nun wieder vorübergehend die Grösse v ein (Glei- 
chung (4) und (5) d. §) so ergiebt sich entsprechend der Glei- 
chung (6): 



du 



7i/(«v.'-«)(i+Ä'-(i-i)) 



dv 



V 



f l/j(2yr+Ä^-f)(«v.'+.„-«) 



■A 



dv 



^+'^yf-iviVÄ^)("'^-'+''»-^) 



(20) 



und endlich mit Benutzung der Substitutionsgrösse (p und der 
Constanten (p^ und a-' [Gll. (7) und fif. d. §] 
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9 



= _ 2 _ r dtp. . 

vT-PTV V^ — sin' «•' »in* 9 ' 



also erhalten wir durch Einsetzung von tg (2 1) für h (Glei- 
chung (8) d. §) 

as = l/c"^^72ö (F' (9) - -F' (9o)) . . . (21) 
Setzen wir hierin 9 = ^ (vergl. oben vor Gleichung (17) d. §), 

SO erhalten wir die ganze Bogenlänge, welche der ursprüng- 
lichen Länge des Stabes l gleichgesetzt werden sollte, und wir 
haben somit zur Bestimmung der Grössen (p^ und O*' die beiden 
Gleichungen: 



K' - r (cpo) = ^' 



(22) 



/cos(2|) 

sin 9q sin O"' = sin (|) , 

von denen die zweite identisch mit Gleichung (9) d. § ist, 
und worin § durch die Gleichung (8): 

tg(2$) = Ä = f 

gegeben ist. Denkt man sich hieraus (p^ und %^' bestimmt 
(was nur durch allmälige Annäherung geschehen kann), so 
sind die Gleichungen (15), (16) und (21) zur Bestimmung zu- 
sammengehöriger Werthe von x, y, s, und insbesondere die 
Gleichung (17) zur Bestimmung der Grenzwerthe x^ und y^ zu 
benutzen. — 

Bevor wir in die Discussion der entwickelten Formeln 
eintreten, wollen wir noch das am Ende des § 2 zusätzlich 
behandelte Problem einer nur horizontal wirkenden Kraft H 
zum Abschluss bringen. Für diesen Specialfall war: 



H 

dy 2WE^^^^'''^^ 



dx -, / ffi 






§ 2 (18) 



Setze ich nun 

TT 

YwE ^(2^1 — x) = cosw .... (23) 
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SO wird für x = 0: u = —, 

"... (24) 



für X = x^i www ^^ =.cos«i, M = ^1 



H 

ferner 

YW^ (^1 — ^y = cos 1*1 — cos w, 

also: 



x^ — X = 1/ — ^^ yeos u^ — cos u, (25) 

Dififerentiiren wir die Gleichung (23), so folgt: 

-rp-p (^1 — x)dx = — sinudu, 
daher 

^^ = -1/1?,/=—--— .... (26) 

V 2Ä yCOSWi — C08W ^ ^ 

Da nun bei obiger Substitution (23) 

f| = ««t" (27) 

wird, so ergiebt sich: ^ 

<?y = — cot M 1/ „^ , == - 1/ -öffw ^ =-(28) 

Mit 

W = ^' • • (29) 

folgt dann in Rücksicht auf die Beziehungen (24): 



n 






]/c08«*i — COSU 
u 

oder: 






— = cos% f — ==z= — I i/coswi — coste aw 



u u 



= COSWi Jj — e^g? (^^) 

worin also: 






Ji= I — ^ > «^2 = f y^cosWi — cosw t?w . (31) 

J ycos Ui — cos u , J 



u u 



ist. Zur Entwickelung von J^ setze ich: 

Saalgchütz, Der belastete Stab: 2 
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JV^' 



n 

du 



(^) -•»■•(?)> 



und sabstituire: 

cos \^ = cos fy ) sin 9 (32) 

so wird 

für M = |- : cos ^ sin^o = cos (^) = ]/-; 9 = 9o ; (33) 

für w = f«i : 9) = - (34) 

femer: 

— — sin (|-) du = cos fyj cos yrfy, 
und daher: 

(^jcosqpdy 
Jl = -l/2 ' ^^^ 




' W "°*9^)^^^ (^) ^^^^ 



-^/iTI 






^ |/l _ C08»(^) 8in«qp 



Jetzt führen wir den Winkel ^ ein^ nämlich: 

^ = 1-? (35) 

SO wird 



^ ^ J yi — sin»* ein« 9 



y 



= y2(i^(9)-l?'(g,o)), (36) 

in welcher Formel der Modulus x = sin ^ zu ergänzen und 
€p grösser als q)^ ist. 

Das andere Integral wird: 
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Vo 

cos* l-^f C0B^<pdqf 



/, = — 21/2 




1 — cos' 



(^)sin> 



9 

d. i. nach leichten Reductionen und unter Einführung von d". 

I «/ y 1 — sin' &• siii*9 ^ [ 



9 9» 



Daher wird nun nach (30) und mit Bücksicht auf (35): 
I >/2 = I - cos (2*) (^-(9,) - Fi<p,)) - 2(^(«p) - E(q>,)) 

-\-2coa*»{F(q>)-F(g>,))] 
oder: 

f = V2\^F(g>) - J'C,,.) - 2(E{ip) - F(q>Jjy. (38) 

and 

f = >^(K-J'(9>o)-2(E-^(g,«))). . . (39) 

wenn y^ die Ordinate des Endpunktes bedeutet und das dazu 
gehörige x^ aus (24) gewonnen wird: 

|- = 2y2sin»'^- 1 (40) 

Allgemein ergiebt sich x aus (2b) , nämlich: 

a?! — x = 2b sin^ cosy 
und: 

I = 2|/2sin2'9' — 1 — 2sin'9' cosy . • . (41) 
Setzen wir noch 

'^ (42) 




so werden obige Formeln: 

ex = 1/2 {|/2sin*'9'— 1 — sin-^-cosy} 

cy = i^(y) _ F(q>,) - 2 (i?(9>) - ^(9>o)) I * 

2* 



(43) 
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cy,=K- F(g>,) - 2 (E - E(ip,)) 
dabei gehören folgende Werthe zusammen: 



(44) 



^ = ^1? y = yij u = ui, q> = ^ 



(45) 



2 

Die soeben entwickelten Formeln lassen sich jedoch noch 
nicht direct anwenden, da uns noch die Kenntniss von d" und 
(Pf^ fehlt. Dazu dient die Berechnung der ganzen Stablänge, 
welche = Z zu setzen ist. Ist zunächst ds ein Bogenelement, 
so ist mit Benutzung von (26), (27) und (29): 






Ist nun das allgemeine / - -^= ^^^^ r— = f(u) so ist: 

J j/cOSMi — C08M 

— T- = /^(«*) + Const. 
und für x = 0: =/* (|) + Const., 

daher: |- = /* (j) — /-(w) 

TT 



u 



unter Benutzung der Gleichungen (31) und (36); und wenn 

wir beiderseits mit 4^|/2 multipliciren, so wird mit Rücksicht 

auf (42): 

CS = F(ip) - F((po)» ^ ^ (46) 

cs, = K- F(g>,) 1 

Setzen wir jetzt die ganze Bogenlänge = Z, so haben wir zur 
Bestimmung von d' und 9?o die beiden Gleichungen: 

K - F{ip,) = cl \ 

sin^8ing)o = 4l/2 ^^'^ 

deren zweite aus (33) und (35) hervorgeht. 
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Für H = also c = folgt K = F(q>Q\ also: 

n n 

für jEr= cx) und c = cx) folgt K = 00, also: 

^^=2 9^0 = 4, 

so dass d^ wie auch 9^ stets zwischen -j und — liegt. 

Die Formeln (43), (44), (46) und (47) müssen sich auch, 
allerdings etwas umständlich, aus den allgemeinen Formeln 
dieses Paragraphen (15), (16), (17), (21) und (22) ableiten 
lassen. 

So lauten z, B. die Formeln (22): 

K' - r (9)0) = Y^^' 

sin-^' siikPq = sin|. 

In ihnen ist a ='[/^., tg (2|) = Ä =f [§ 3 (8)], folg- 

lieh wird fürP=0: | = j, also die zweite Gleichung iden- 
tisch mit der zweiten (47), die rechte Seite der ersten wird ^, 
jedoch sehr leicht zu bestimmen, nämlich ihr Quadrat: 

UTK * f 



COS (2 4) C08(2|) cos (2 g) WÜJ 

also: 

yco8(2g) r WE ' 

folglich entsteht aus der ersten der obigen Formeln die erste 
Gleichung (47). Nur sind in obigen Formeln die Grössen 
mit -ö-' und g?^ bezeichnet, welche in der Gleichung (47) -Ö* 
und {pQ genannt sind*). 

Zusatz. Wir wollen endlich noch sehen, was aus den 
Formeln (47) und (44) wird, wenn JETeinen sehr kleinen 

Werth annimmt. Dann wird sich 9o wenig von — unter- 
scheiden und ich setze: 

sinVo— 1-2* (48) 

*) Vergl. noch die weitere Ausführung in der Anmerkung zu § 22, 
bald nach Gleichung (12). 
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worin ä eine kleine Grosse bedeutet. Dann ist nach (47): 

«^'*=2rik = ä(r:^ = i(l + 2*)- . (49) 

bis auf Grössen zweiter Ordnung excl. Setze ich: 

90 = f — *o> so ist sin' ^^ = cos^y^ = 2*, 

sin^o = V^ 
und daher: 

Vro = 8inV'o + lsin»^o=V^(l+^*). • (50) 



Femer wird: 



TT ^ 



9o 9o 

und wenn ich im zweiten Integral qp = ö- — ^ setze: 



(51) 



^ + ein* 9 sin' ^ 







dv _ «0 (52) 



cos*]/l + tg'ö-'^' cosö- 



• • • 



bis aaf Grössen zweiter Ordnung ezclasive. Dieser Werth ist 
aber auch = -^ =. yf • l/2d = 2}/d, Daher ist 

f (9)0) == K - 21/* 
und cl='K — F(q>o)=^2yä 

oder l/S^^S^d )• ■ ■ ^^^^ 

Bestimmen wir nun in gleicher Art x^ und y^. Mittelst 
der ersten Gleichung (44) und der Gleichung (49) findet man : 

cx^ = y2y(l + 2*)~ 1 = 2>/d , 

also folgt durch Vergleich dieses Ausdruckes mit der rechten 
Seite der ersten .Gleichung (53): 

Xi = l (54) 

Für y^ müssen wir jE(9>o) ^®^ entwickeln und die Entwicke- 
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lung von JP(9>o) weiter fortsetzen. Beides unter Beibehaltung 

der ersten beiden Glieder d^ und d*, weil sich das erste fort- 
hebt. Nun ist analog der Gleichung (51): 

E(q)^) = E —fVl — sin*^sin> dq>. . . (55) 
und mit 9 = ^ — ^: 

yyi — sin^-Ö" sin^9 d(p ==J cos ^Yl + tg^-O* siu^^ df 

ipo 

«/cos-Ö- (1 + i tg^'d'.^2)d[^ 


= cosd (^0 + i tg** • V)- (56) 
Hierin ist wegen des Factors ^^ statt sin*^ das Quadrat des 

Bogens gesetzt worden. Setzen wir nun, indem wir bis d^ 
gehen, nach (49) und (50): 

C08^ = l/i(l - d); ^o=y2d(l+i*); V-Sd; tg2^ = l, 
so wird die rechte Seite von (56): 

=cos*^o(i+itg»*v)=y*(i-*)(i+i<j)(i+**) 

=>^(l_^d), 

und daher nach (55): 

E-^(9,o) = yd(l-id). 
In ganz ähnlicher Art ergiebt sich: 

K-i^(9.o) = 2>^(l + d). 

Setzen wir diese Ausdrücke in die zweite der Gleichungen 
(44) ein, so erhalten wir: 

cyi = 2V^* (1 + *) - 2)/* (1 - i*) 

3 ' 

folglich, wenn wir diese durch die Gleichung (52) dividiren, 

T-3*: 



Nun ist aber nach (53): 

LA = 



^* VlTK ^i 
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also wird endlich: 

welches der bekannte Näherungswerth der Ablenkung am Ende 
in Folge einer senkrecht zur Stabaxe wirkenden Kraft ist, und 
welchem der Werth x^^ = 1 (54) zur Seite steht. 

§ 4. Beginn der allgemeinen Discussion : Die Säule nur belastet. 

(Unterscheidung der Fälle, in denen die Verticalstellung eine stabile 
oder eine labile Gleichgewichtslage ist. Bestimmung der stabilen Gleich- 
gewichtslage im zweiten Falle. Zahlenbeispiele. Allmälige Vergrösse- 
rung der Belastung, weiteste Entfernung des Säulenendpunktes von der 
Verticalen; -O* = 0. — ^ Richtung eines beliebigen Curvenelementes der 
Säulenaxe. Krümmungsradius an der Wurzel derselben. Tabelle über 
die Form der Säule bei verschiedenen Belastungen.) 

Wir kehren nunmehr zu dem eigentlichen Problem gegen- 
wärtiger Arbeit zurück und beginnen die Discussion der ent- 
wickelten Formeln damit, die Horizontalkraft H verschwinden 

zu lassen und demnach -^ = ä = zu setzen, also die Ver- 
hältnisse zu untersuchen, denen die Säule unterworfen ist, 
wenn auf dieselbe nur eine Verticalkraft (Gewicht) P, aber 
keine Horizontalkraft wirkt. In diesem Falle geht zuvörderst 
die Grösse /i, welche durch die Gleichung: 

fi = yi + J^^i § 2 (7) 

definirt wurde, in die Ordinate des Endpunktes y^ über, 
welche wir in diesem Falle mit f bezeichnen wollten; dem 
analog mögen d'' durch d- und K' durch K bezeichnet werden, 
wenn Ä ==: gesetzt wird. Dann folgt aus den Gleichungen: 

t;^ = 2VT+T^ — 2 §3(5) 

sin^ ^' = ^L^^C^. § 3 (7) 

4V1 + Ä2 

der Werth von d- vermöge der Beziehung: 

sin* = f : (1) 

Setzen wir ferner mit Beachtung der Definition 

tg(2|) = 7» §3 (8) 
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in den Gleichungen (22) des § 3 | == 0, so werden sie: 

K' - F' ig,,) =^ al\ 

sin (Pq sin d-' *= J 

Aus der zweiten derselben folgt also entweder (pQ = oder 
d-' = 0. Bei der ersten Annahme folgt dann weiter: d*' == d', 
F' (9q) = 0, K' = K und zwar: 

K = ai, (3) 

woraus sich der Werth für d* und so^it aus (1) d. § der- 
jenige von /, nämlich: 

l ~ K W 

ergiebt. Diese Gleichungen (3) und (4) setzen voraus, dass 

aZ > — ist, weil der kleinste Werth von E die Grösse — hat. 

Bei der zweiten Annahme (-9-' = 0) ist K' = -^ ^^<^^'(9o) 
= ^>^y daher: 

Y — 9>o = «^ (5) 

Diese Gleichung ist immer zu erfüllen möglich und liefert: 

für aZ < Y • 9^0 positiv, 

für ai > — : 9^ negativ, 

die Unterscheidung dieser beiden Fälle al^-^ ist aber für 

das Problem von fundamentaler Wichtigkeit und sie müssen 
daher zunächst einzeln besprochen werden. 

Erster Fall, a Z < y • Die Gleichungen (2) haben nur 

eine Auflösung: -Ö*' = 0, ^>^ positiv. Diese charakterisirt die 
Verticalstellung, denn nach den am Anfange dieses § wieder- 
holten Gleichungen (7) des § 2 und (7) des § 3 ist für Ä = 
und -ö"' = 0: /i = und somit auch y^ = 0. Betrachten 
wir aber die Gleichungen (22) des § 3 und geben darin dem 
%' einen sehr kleinen positiven Werth, so bleibt q)Q positiv. 
Denn wegen der zweiten dieser Gleichungen: 

sin -^^ sin q)^ = sin § 

wird jedenfalls | auch nur einen kleinen Werth annehm^en 
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können und wir können es so einrichten; dass cos (2 |) «= 1 
bleibt. Dann ist die erste Gleichung: 

^ 2 

Da nun aber K' mindestens = ^ ^^^; ^^ muss F' (q)^) eine 

positive Grösse^ also tpQ selbst positiv sein. Folglich ist aifch 
^ positiv, und man kann nun dieselben beiden Gleichungen 
§ 3 (22) anwenden, um die speciellen Werthe von g>Q und 5 
für ein gegebenes -ö-' zu ermitteln. Aus diesen Werthen er- 
hält man dann auch solche für x^ und y^ mit Hülfe der Glei- 
chungen § 3 (17). 

In diesem Fälle ist also 0ur Erhaltung der verticalen Lage 
Iceine Kraft nothwendig (5 = 0), 0ur Erhaltung einer anderen 
Lage eine positive, von der Verticalen abziehende Horizontalhraft 

(I > 0), folglich ist für a? < ^ ^^ verticale Lage dne stabile 

♦ 

Gleichgeunchtslage. 

Zweiter Fall. al>~' Die Gleichungen (2) haben zwei 

verschiedene Auflösungen: -Ö*' ■= 0, <Pq negativ, oder 0*' = -ö*, 
<Pq = 0. Die erstere charakterisirt, wie vorher, die Vertical- 
stellung. Geben wir nun aber wieder *dem %•' in den Glei- 
chungen (22) des vor. § einen kleinen positiven Werth, jeden- 
falls kleiner als 0*, nachdem dieses aus der Gleichung (3) d. § 
bestimmt ist, so wird auch wieder g>Q negativ bleiben müssen, 
denn einerseits ist al «« E, also 

T/cos (2 I) * ^^^^' 

andererseits aber ^' < ^, also auch K' < K, folglich muss 
F' ((Pq) und somit auch (Pq negativ sein. Daher toird dann 
auch § negativ. 

In diesem Falle ist also mr Erhaltung der verttcaleti Lage 
keine Kraft nothweixdig (5 = 0), zur Erhaltung einer anderen, 
von der verticalen wenig abweichenden Lage jedoch eine negative, 
d. h. zur Verticalen hingerichtete Horizontalkraß (5 < 0), folglich 

ist für ai > — die verticale Lage eine labile Gleichgewichtslage. 
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In diesem Falle lassen aber die Gleichungen (2) wie ge- 
sagt noch eine andere Lösung zu; nämlich d'' = -Ö*, g>o = 0. 
Dann wird nach den Gleichungen (17) des § 3, wenn man 
darin auch noch 4 = setzt: 

aiCi = 2E- K| ^ = ^_1| 

> oder: ,. . ^ \ • • (6) 

a^i = 2 sin -Ö- J ^ = — g.— ) 

die letztere in Uebereinstimmung mit (1) d. §. Wir erhalten 
also noch eine zweite Gleichgetmchtslage. Entwickelt man den 
allgemeineren Ausdruck für ay^ nach Potenzen von h, so fin- 
det man^ wie demnächst gezeigt werden wird^)^ dafQr die Form: 

ay^ =s 2 sin -Ö" -^- m^ . Ä, (7) 

worin m* ein Symbol für eine stets positive Grösse sein soll. 
Die Abweichung von der Verticalen (y^) wächst also mit einem 
positiven h und nimmt ab bei einem negativen h. Daraus 
folgt: 

In diesem Falle («^ > y) ^istirt noch eine zweite Gleich- 
gewichtslage des Stabes, bei welcher das freie Ende desselben 
ausserhalb der Verticalen liegt. Diese Lage bedarf zu ihrer Er- 
hältung resp. fViederherstdlung keiner horizontalen Kräfte, son- 
dern wird durch solche, im Sinne derselben, nach der einen oder 
anderen Bichtung hin gestört. Diese (gekrümmte) Stellung des 
Stabes bezeichnet also ein stabiles Gleichgewicht 

Nehmen wir nun noch für jeden dieser beiden Fälle ein 
Zahlenbeispiel! 

Erster Fall. aZ= 0,99 ^ = 1,5551. Femer sei ä = 0,013. 

Daraus folgt 2 5 «= 0^45', log sin 5 = 7,8157, also nach den 
Gleichungen (22) des § 3: 

r — -F'(9>o) = 1,5551, 
log (sin d'' sin fp^) = 7,8157 — 10. 

Daraus ergiebt sich durch Näherung (vgl. später § 5 Gl. (18) 
und zugehörigen Text) nahezu: -d*' ■= 12^; g>Q =^ 1*^48'; und 
hiermit den Gleichungen (17) des § 3 zufolge: 



*) § 5 Gleichung (13) nebst nachfolgendem Text. 
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J^^Af also durch Division mit aZ:| ^ ' .,L 
ay, =0,3741' \y, = 0,24:1*). 

Bei der Belastung P = 0,98 — . ,55— wird also das Säulenende 

durch eine Horizontalkraft H == 0,013 P um c. ^l von der 
Verticalen entfernt, während die Verticalprojection dieser Stelle 

c. f i beträgt. — Hört die Horizontalkraft auf, so kehrt die 
Säule von selbst wieder in die ursprüngliche Verticalstellung 
zurück. 

Zweiter Fall, al = 1,01 y = 1,5865. Hier sind zwei 

Gleichgewichtslagen möglich, deren erste die Verticalstellung 
ist. Setzen wir zur Ermittelung der zweiten aZ = K [Gl. (3)], 
80 ergiebt sich das zugehörige -Ö* = 11^24' (nach den Le- 
gendr ersehen Tabellen); dann folgt weiter nach (4) oder (6) 

d. § die Ordinate des Endpunktes: 

l — K — ^'"^^ 
und die zugehörige Abscisse [nach Gl. (6) d. §]: 

f = ^ - 1 = 0,96. 

Bringen wir nun noch positive (von der Verticalen entfernende) 
oder negative (zur Verticalen hinschiebende) Horizontalkräfte 
an, so ergiebt sich mit Benutzung der Gleichungen § 3 (22) 
(in denen also | die bekannte, <Pq und d*' die unbekannten 
Grössen vorstellen) und (17) oder einfacherer Näherungsfor- 
meln**) folgende Uebersicht für die jedesmaligen Ablenkungen 
aus der ursprünglichen Lage: 

Ä=f= yi = 

- 0,0006 0,025 1 

- 0,0013 0,125 1 

- 0,0005 0,225 1 

0,250 i = f 

+ 0,0007 0,275 1 
u. s. w. 



•) Vgl. auch spater § 6 Gll. (16) und zugehörigen Text. 
**) S. solche für ein sehr kleines h (oder |) später § 6 und zwar 
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Nachdem wir uns nunmehr davon genugsam überzeugt 
haben ; dass die Belastung der Säule bis zu einer gewissen 
Grenze hin die Verticalstellung als stabile Gleichgewichtslage 
belässt; darüber hinaus aber eine andere Stellung für das sta- 
bile Gleichgewicht erfordert (während die Verticalstellung eine 
labile Gleichgewichtslage bleibt), gehen wir zur Untersuchung 
der Formänderung der Säule und insbesondere zur Auffindung 
der Lage im Baume, welche das Säulenende annimmt^ und ihrer 
allmäligen Aenderung über. Wir denken uns zu dem Zwecke 
die Säule mehr und mehr belastet, ohne dass dabei eine Ho- 
rizontalkraft in Wirkung kommt. Bezeichne ich nun die 
Belastung, bei der die Möglichkeit einer Biegung eben be- 
ginnt, mit Pq und das zugehörige a mit ao, so dass also: 



7 ^ 

^0^ = Y 



(8) 



so gelten" zwischen dieser und einer anderen Belastung mit 
Rücksicht auf (3) d. § folgende Beziehungen: 



P. 



Es wächst also d' mit wachsendem P. Ferner ist nach (4) 

d. § j = — ^ — Dieser Ausdruck ist für d* = 0, aber auch 

für d' = 90^, muss also für einen andern Winkel ein Maximum 
haben. Dies wollen wir nunmehr bestimmen. Bezeichne ich 
den Bruch vorübergehend mit 2is, also: 

^ = -1^ (10) 



K 
so ist: -j^ 

irr ^ • «, "H 

, K COS -9" — sin 9" ^-^ 

dz a9 

Nun ist aber: 5 

dq) 



(11) 



K = 



/. 



yi — sin* -O" sin* (p 





insbesondere den Text nach Gl. (2) und sodann die Gll. (14) nebst der 
Anmerkung. — Nach der letzten Methode sind die obigen Werthe be- 
rechnet. 
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also: 



s 

• o. a. r sin* 9 dg) . ^ o. r 

«= Sin O* COS '»• I — - — r = sm %• cos -O* • Jy 

«/ (1 — sin' ^ sin* <p)^ 



wenn das Integral mit J bezeichnet wird. Nun ist, wenn für 
den Augenblick sin^ O* = x* gesetzt wird: 



n 
1 



J »•(! — it*8in*g))}/l — x^sin^y 



n 7t 



«*\J (1 — x«8in»^ J l/l — x«sin>/ 

Das zweite Integral ist E und das erste findet man aus der 
bekannten Beductionsformel : . 

. y 1 - X « sin«g> J (1 — X » sin»9)* J 



' "0 

(deren Richtigkeit direct durch Differentiation nach q) bewiesen 



werden kann). Setzt man in dieser Formel g> = —^ so wird 



die linke Seite und das gesuchte Integral: 



/ 



7t 

dq> E 



(1— x»8in»* 



1-x« ' 
f u — X- 8in-<p}* 





daher mit Restitution von ^i 



2 



j f* sin'qpcJqp E — Ecos'-O- (\9\ 

~ I 7, r,^ . , .4 ~ sin» ^ cos» -8- ' ' * * ^^^^ 
t/ (1 — sm* «• surtp)^ 



folglich: 

dK _ E — Kcos»^ 
dd" sin ^ cos ^ 

und daher endlich: 

dz^ _ Kcos»^— E + Kcos' ^a» 
d» ~ K'cos««« 



(13) 
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Dieser Ausdruck muss werden^ daher der Zähler verschwin- 
den*), also wird: 

2Kcos«'0' — E = 0, 

oder, wenn wir diesen Werth von -ö* mit S bezeichnen: 

2 K cos« ö = E (14) 

Um © zu finden, müssen wir für -Ö* verschiedene Werthe ein- 
setzen. Dann ist der Schluss der Rechnung folgender. Es ist: 

Diff. 
für ^ = 57^, log (2K cos^-ö-) = 0,09139 _ 

log E = 0,09330 

für d^ = 56^48', log (2 K cos« '^) = 0,09504 

log E = 0,09397 + ^ 

für -9- = 56<^52', log (2 K cos« -Ö-) = 0,09383 

log E = 0,09375 + 

also ist bis auf Minuten richtig: 

9 = 56^52^ (15) 

Der betreffende Werth der Abweichung von der Verticalen 
ist dann nach (4) oder (6) d. §: 

f = 0,8063 h 

die zugehörige Ahscisse (16) 

x^ = 0,1948 l 
und die Belastung selbst: 

P = 1,7487 Po (17) 

Sei derselben findet also die weiteste Aushiegung der Saide statt. 
Wird dann die Belastung noch grösser, so wird f wieder 
kleiner und x^ nimmt fortdauernd weiter ab, wird für O* = 
65^21' Null**) und für stärkere Belastung negativ, endlich 
für -Ö- = 90<» d. i. P = oo wird: 

l _ 2 sin» _L _ ^ 

^ " «^ ^ ~~ ... (18) 

^ _ 2JE _ . _ _2__- - 

l ~ K ^~oo ^ ~ ^' 

d. h: der Stab ist vollständig umgekehrt worden***). 

*) Der Nenner wird nie nnendlich, sondern verschwindet für •O'««-« 
**) Und gleichzeitig f «=» 0,7830 1 
***) Die Einfahmng unendlich grosser Kräfte hat stets nur die Be- 
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M. 



Es bleibt noch die Aufstellung der Werthe für die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes des Stabes übrig; dieselben 
ergeben sich aber direct aus § 3 (15) und (16), wenn man 
darin S = 0, %•' ^=%', 9q = (vgl. oben) setzt und sie werden; 

ax = 2E{<p)-F{q>) j ^jg^ 

ay = 2sinO'(l — cosg?)} 

Die Anschauung des Vorganges bei der zunehmenden 
Biegung wird wesentlich unterstützt durch die Kenntniss der 

Richtung eines beliebigen und mvörderst 
des letzten Curveneleinentes des gebogenen 
Stabes, Nenne ich den Winkel, den 
die positive (d. h. im Sinne der Curve 
verlängerte) Richtung der Tangente 
mit der positiven Richtung der rc-Axe 
bildet, wobei die Messung des Winkels 
immer von derselben (rechts gelegenen) 
Seite seines unveränderlichen Schenkels 
(d. h. der rc-Axe) beginnen soll, «, und 
den entsprechenden Winkel für das 
letzte Curvenelement a^ (s. Fig. 2), so ist allgemein: 

(20) 

Nun ist aber für ä = 0: 




Fig. 2. 



tcr a = -^ 
° dx 



dx 



i/'-(-i) 



'-f 



§ 2 (16) 



worin: 



-^ = yi — y + ^i^i — ^y 



. § 2 (10) 
. § 2 (2) 



deutung, dass der Grenzzustand, dem sich der von ihnen ergriffene 
Körper nähert, klar gelegt und dadurch die aUgemeine Anschauung 
unterstützt wird. In diesem Sinne sind natürlich auch nur die obigen 
und die weiter folgenden entsprechenden Formeln aufzufassen, nämlich 
als Vervollständigung und Ahrundung der allgemeinen Anschauung. Um 
aber diesen Zweck zu erreichen, ist auch in solchen Grenzfällen von 
einer Verlängerung des Stabes abzusehen. 



• 
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also für das letzte Curvenelement is = und f^ = f] daher 
wird u = a^py also nach (1) d. §: 

w = 4 sin^ ^ 
und folglich: 

, yV- (1-2 sin« -sy^ , /o a.\ 

woraus die bemerkenswerthe geometrische Bedeutung von ^: 

«1 = 2-0- (21) 

folgt. Zur Bestimmung des allgemeineren Winkels a differen- 
tiiren wir die Gleichung (19) d. § nach q) und dividiren die 
Differentialquotienten durch einander, dann wird: 

dy 2 sin -ö" sin 9 ^1 — sin* 9" sin* 9 /ooN 

dx 1 — 2 sin* 0" sin* tp ) ' ' ' \ J 

also wenn man 

sin d" sin 9> = sin Gl (23) 

setzt: 

dy 2 sin a cos ca . /ck \ 

^ = -; o • 2 = tg(2ö) 

dx 1 2 sm* CO ö \ / 

xind daher: 

« = 2(0 (24) 

Hierin geht nun co von bis -ö*; ist daher •9' = 45®, so endigt 
die Gurye mit einem horizontalen Element und zwar ist: 

x^ = 0,4569 l 

2/1 = 0,7628 Ud' = 45® (25) 

Ist d^ noch grosser, so hat die Curve eine Umhiegungsstelle für 
a = 90® oder o = 45® und man erhält die Goordinaten der- 
selben, wenn man nach (23) d. § 

sin (4B<>) ,ciß\ 

«^^ 9> = liü^ (26) 

setzt und den erhaltenen Werth von (p in die Gleichungen (19) 

d. § einführt. 

Wir wollen schliesslich noch den Krümmungsradius Qq 

an der Wurzel der Säule A bestimmen. Es ist allgemein: 

1 M 

-^ ^ WE ^ V(^) 

daraus folgt für M = Pf mit Benutzung der Gleichungen (8), 
(9) und (4) d. §: 

Saalschutz^ der belastete Stab. 3 



lj» = 45". 
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^ — P/ K ' WE''' 



also: 



Po — 2K8in& (^') 

Nach den im Vorhergehenden angegebenen Formeln sind 
nun nachstehende Werthe berechnet und die entsprechenden 
Figuren (Fig. I auf Tafel I) gezeichnet worden. 

a- = 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 88° 
^ = 0,970 0,881 0,741 0,560 0,349 0,123—0,107—0,340—0,577 

^/ =0,220 0,422 0,593 0,719 0,792 0,803+0,750+0,625+0,421 

^ = j ^ ' 0,385 0,294 0,229 0,172 0,112 

\ existiren nicht 



^"* — ■ 0,487 0,389 0,266 0,190 0,124 



^ = 1,819 0,902 0,593 0,436 0,337 0,268 0,212 0,161 0,105 

P 

— = 1,015 1,064 1,162 1,293 1,618 1,884 2,541 4,029 9,116 

«1 = 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 176° 

Anmerkung. Von einer Gleichgewichtslage anderer Art 

bei jfehr grossen Belastungen (wie z. B. bei O* = 88® d. i. 

P 

p- = 9,116) wird später die Rede sein. (S. § 13.) 



Zweiter Abschnitt. 

Die belastete Sänle nnter dem Einflnss einer positiven 

oder negativen Horizontalkraft. 

§ 5. Die belastete Säule unter dem Einfluss einer Horizontalkraft, 
insbesondere einer positiven Horizontalkraft. 

(Allgemeine Gleichungen. — Die Kraft ist sehr klein. — Die Kraft ist 
sehr gross. — Beliebige positive 'Horizontalkraft Werthe für die Coor- 
dinaten des Endpunktes. Methode der Rechnung, am Beispiel erläutert. 
Richtung der Curventangente. Geometrische Bedeutung von %'' und |. 
Horizontale Stelle der Curve. Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Säulenaxe. Krümmungsradius. Einige Zahlenwerthe.) 

Die weiteren Untersuchungen über die Wirkung einer 
Horizontalkraft knüpfen wir an die Vorstellung an, dass der 
Stab in seine stabile Gleichgewichtslage gekommen sei, wobei 

ich den Fall aZ<— , für welchen die Verticale diese Lage 
vorstellen würde, als vollständig behandelt nicht mehr in Be- 
tracht ziehe; es ist also in allen weiteren Untersuchungen al^-r- 

d. h. P>Po, und somit die stabile Gleichgewichtslage von der 
Verticaien abweichend. 

Wirkt dann gegen das freie Ende der Säule die horizon- 
tale Kraft H=hP^ so dienen zur Bestimmung der Coordinaten 
dieses Endpunktes die Gleichungen § 3 (17), doch müssen zu- 
vor noch die in ihnen vorkommenden Grössen §, %'\ (p^ durch 
die Gleichungen: 

Ä = tg (2 I) § 3 (8) 

'"^^ yco8 2i (1) 

sin (Pq sin 0*' == sin § J 

3* 



L' 
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bestimmt werden. Die zweite dieser drei Gleichungen ent- 
steht aus der ersten der Gleichungen § 3 (22)^ wenn man 

darin für al den für die Annahme al> -^ geltenden Werth 

K nach § 4 (3) substituirt; die letzte der oberen Gleichungen 
ist mit der zweiten der Gleichungen § 3 (22), sowie mit § 3 
(9) identisch. 

Wir wollen nun zuerst sehen, in welcher Art sich die 
Coordinaten Xi und y^ durch die Wirkung einer kleinen Hori- 
zontalkraft ändern, wollen also diese Grössen nach h ent- 
wickeln und nur die erste Potenz beibehalten. Dann ist: 

A = tg2| = 21, sinl = I = ^ . . . (2) 

Nun müssen wir eigentlich zwei Fälle unterscheiden: entweder 
ist '9'' sehr klein und % messbar, oder q)^ sehr klein und 'S*' 
nahe = &. Im ersten Falle ist bei Vernachlässigung der 
zweiten und höheren Potenzen von d'': 

E' = K' = f; i?' (9>o) = r W = 90- 
Ferner wird wegen der Gleichungen (1): 

I = ^ = ^'.cos(K). 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (17) des § 3 für 
aXi und ay^ ein, so erhält man, wenn nur die ersten Potenzen 
von d'' und | beibehalten werden: 

aXi = K 

ay, = 2g(tgK~K) = Ä (tg K - K). 

Setzt man hierin K = al (nach Gleichung (3) des § 4), so 
wird 

Xi =1] ay^ = h(tg(al) — al). 

Von diesen Gleichungen ist aber die erste in § 1 als Voraus- 
setzung eingeführt, die zweite identisch mit der Gleichung 
(7) des § 1. Sie liefern also nichts Neues, sondern nur Be- 
stätigungen früherer Resultate. Auch sind sie in ihrer An- 
wendung bereits erschöpft, da sie sich auf Zustände nahe der 
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verticalen Gleichgewichtslage beziehen und übrigens nur für 
K < aZ (d. i. P< Pq) oder ein negatives H Bedeutung haben. 
Daher bietet nur der zweite Fall, welcher Zustände nahe 
der stabilen (von der Verticalen abweichenden) Gleichgewichts- 
lage behandelt, neues Interesse dar. In ihm ist %•' wenig von 
^ verschieden, da für Ä = beide Winkel einander gleich 
waren [s. § 4 vor Gl. (3)]. Folglich ist ^q so klein, dass 
sin ^>Q = ^>Q, F' (^o) == 9?o und daher nach den Gleichungen (1) 
dieses Paragraphen: 

^0 "" ^m^ "^ 2sin^ ^^^ 

K' ~ cpo - K (4) 

ZU setzen ist Ferner haben wir: 

n 

Y 



J \^ — sin^ W ßin^ qp 



^1 — sin* «r Bin* qp 



und wenn wir nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln: 

(1 - sin^ ^' sin^ ^yh 

= /l— sin^'9' sin^g? + (sin^'9' — sin^'9'') sin^9))~^ 

= (1 - sin^ ^ sin» «p)-* (l - ^ (!i«;^°;?>!^ + etc.) , 

^ ^^ \ 2 1 — sm* ^ Bin 9 ' / ' 

folglich, wenn wir bei dieser ersten Potenz der Differenz 
sin^O" — sin^ '9'' stehen bleiben: 

K' = f' - ^^ \ (sin^^-sin^^') / - 3:-> ^<^ __ . 

J yi— sin^ö-sin^qp ^ J (l-sin^^-sin^q))* 

^ 

Das erste dieser Integrale ist K, das zweite bereits früher (in 
§ 4) behandelt und mit J bezeichnet, so dass also: 

K' = K— 4(sin2^ — sin^^')^ ... (5) 

wird. Stellt man dies Resultat mit dem aus den obigen Glei- 
chungen (3) und (4) folgenden: 

K' - K = ,r^ (6) 

2 sm -0" ^ ^ 

zusammen, so ergiebt sich: 
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sin* •9'' — sin* ^ 



J . sin *• 



sin -ö"' = sin -ö" ( 1 + — • ? — —3^) 



• • 



(7) 



Ferner ist 



n 



E' = //l — sin« «•' sinV ^9> 







und bei ähnlicher Entwickelung : 

l sin' ^ — sin' -O*' 



E' 



E + 



oder: 



E' 



E — 



endlich auch 



sin' 'S" 

Ä 

2/8in»^ 



(K-E) 



(K-E) . 



(8) 



-f" (V^o) = / ,/, ■ ,''1,. .- == 
J y\ — sin'«' sin'q» 


E' (9o) ==J y 1 — sin* '&■' sin* 9) dg) == y^- 



(9) 



Vereinfacht man nun den Ausdruck für ax^ [§ 3 (17)] zuerst, 
indem man ihn sqhreibt: 

ax^ = 2 E' — K' — 9?o + 2 Ä sin ö- 

und darin für E', K', g?Q die Werthe aus (8), (6), (3) ein- 
setzt, so folgt: 

aa:i = 2E-K-^^. {1=1 ^sin«^ — 2sin*^}. 

^* Bin '^ 'S" l «/ ' J 

Nun ist aber: 



J = 



E — Kcos''8' 
sin' -0" cos' &• 



folglich wird: 



j^ 131 xr ^ 2 K cos' d' — E 

^ sm-ö- E — Kcos'^ 



§ 4 (12) 



(10) 



Der Nenner E — K cos^-ö* in dem Coefficienten von -t— ^ ist 

sin^ 
stets positiv, denn es ist: 



dE 
d 



n 
T 



n 
T 



E /•— sin' qp sin -O- cos <§• , , ^ /•(!— sin'-O-sin'qp) — 1 , 
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also: 

|| = cot^(E~K) (11) 

^^^ ^ _ E - K coB^» 

d» "^ sinö-cosö- ' ' §4(13) 

folglich nach leichter Zusammenziehung: 

d (E — K cos* -a-) . ^ ^Tj, ,.f.>. 

— ^^ j^ ^ = sin -&• cos -ö- E . . . (12) 

also positiv, und der Ausdruck E — Kcos^'9' selbst Null für 
& = Oy also sonst stets positiv. Der Zähler aber ist für 

'9' = 0:— , also positiv, und nimmt, wie man wiederum aus 

dem negativen Diflferentialquotienten cot «d- (E — K (1 + sin^O*)) 

ersieht, dauernd ab; es ist daher die Frage, ob er verschwin- 
den kann. Dies ist aber in der That der Fall, und zwar für 
den uns schon bekannten Winkel %< = @ [§ 4 (14)]. Da nim 
2E — K der anfängliche Werth von ax^ ist [§ 4 (6)], so 
kommen wir zu dem interessanten Resultat: 

Bei einer BelasUmg cfer Säule, welche Meiner ist als die 
der weitesten Ausbiegung (^ = S, f= 0,806 [§ 4 (15), (16)]; 
entsprechende, wird der äusserste Punkt durch eine positive Hori- 
jsontalJcraft herabgezogen; für eine grössere Belastung toird er, ich 
muss hinzusetzen: anfangs, gehoben. — Das Gegentheil findet 
für eine negative Horizontalkraft statt. 

Entwickeln wir nunmehr y^ nach h, so folgt aus der Glei- 
chung § 3 (17) zunächst: 

a«/i = 2sin'9'' — Ä(2E — K), 

also, wenn man für sinO*' den Werth aus (7) d. § und gleich- 
zeitig für J den Werth aus § 4 (12) einsetzt: 

ay, = 2sm» + h[ ^ J-f^^^,-^- -^(2E - K)). . (10a) 

In der Klammer ist nun für d" = der erste Bruch — = oo 

und (2E — K) =0-, also der Anfangswerth der Klammer 00. 
Um den Endwerth zu finden braucht man noch die Bestimmung 
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n 



des Wepthes K • cos^'9', welches für ^ = -^ die Form oo • 

TT 

annimmt. Nun ist für %^ nahe an — : 

7t 

1 



J l/l - Bin^ö- sin V V^^^ ^/ 



') 

^ l/l - Bin^ö-sinV ^^ Vcos^/ 



folglich für «Ö- = |: 

cos^-d-K = cos^'9' • log ( — A 

= — lim. (cos^'9' • log cosd) 

-^ f ec ^ == oo 

Folglich ist der gesuchte Endwerth der Klammer: 1 — ( — cx)) = oo. 
Es sind also beide Werthe positiv. Suchen wir nun hoch 
den Minimalwerth der Klammer auf und schreiben sie zu 
dem Zweck: 

r=-g-^-(2E-K), 
SO ist mit Benutzung der beiden Gleichungen: 

d»~ sin-^cos-ö- §4(13) 

||=COtd(E~K) §5(11) 

nach den nothwendigen Reductionen: 

dY ^ cos»^ 1 _ .2 ( 2E ^\ 

d & sin -9- (E - K cos^^)* 1 ^^^ '^ Vcos^-a- ^/ 

- cos^^ (- ^^ - K)V-1^- - K) 

Die Klammer { }muss also Null werden und wir schreiben sie 
für die Rechnung am bequemsten in der Form 



*) Beweis dieser bekannten Formel s. später § 8 Gleichung (5). 
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- 1 [( Jy - ^) -«^]^ + -^^) (-^Ä- - K) 

+ E(2-cos2^)(J^-K)=-^ + 5. 

Nun ist für d^ = 56<* log Ä = 1,0429 

log B = 1,0465 

^ = 55048' log J. = 1,0318 

log B = 1,0324 

^ = 55<>44' log J. = 1,0292 

log B = 1,0291. 

Dies ist also der richtige Werth von -&• für das Minimum von 
T und dies Minimum selbst ist: 

Yrain = 0,074. 

Polglich ist T stets positiv und daher ergiebt sich, dass für 

eine positive Horizontalkraft sich die Abweichung y^ stets 
vergrössert, für eine negative verkleinert, welche Thatsache 
in § 4 vorweg als richtig angenommen und durch die Glei- 
chung (7) ausgedrückt worden ist. — Die Gleichungen (10) 
und (10a) liefern also die Goordinaten des Endpunktes für 
kleine (positive oder negative) Horizontalkräffce und lauten 
zusammengestellt und durch al ==K dividirt: 

h 2KC08««' — E 



_ 2E __ . _^ 



Ksin-a- E-Kcos'^-Ö" 



2/i_28in^, Äf cos^ö" ,,.« k\\*) 



(14) 



*) Mit Benutzmig des meist zntrefFenden Umstandes^ dass -=pr==:a' 

als sehr klein anzusehen ist, lässt sich zwischen h und y^ noch eine 
Beziehung anderer Art entwickeln. 
Wir hatten die Gleichungen: 

du 

§ 3 (19) 



2ad8 SB 



■/^r;)(n-..-(i-j)y • 



worin 



— e ^ fi — (y + hx 



§2(2) 
§ 2 (10) 



r 
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Nehmen wir jetzt andererseits eine unendlich grosse Hori- 

zontalknift an, setzen also Ä = + c», 6 =* + 45", so ei^ebt 
sich aus den Gleichungen (1) d. § 



also K' = oo d. i. fr' ^ g und daher y^ ^ 5, aber: 

(K' — r <p„) (cos 2|)* = K cos (21) = , 
ferner E' = 1 und: 

^'('Po) =yV^l — aiti'gi dtp = sinqoo; 
folglieh ist nach § 3 (17): 



far a: = 0: y = 0, z = - f^, u = 0, 
für a; =- «,: y = y,, « = 0, m = o*/;', 

wird. Diiher ist u von der Ordnung a' oder a'y,*, während h von 
der Ordniing ay^ ist, was aus der &m Ämfange dieses g wiederholten 
Gleichung (7) des § 1 hervorgeht. Zieht man nun « + Ä' ana der 
zweiten Klammer obigen Ausdruckes für Sads heraus, so wird; 

2 a da = — 



iilHO wenn man die letzte Klammer his zur ersten Potenz von u ent- 
wickelt und unbestiniint integrirt; 

2o« = Ji + -^ /, — y J, + Const, 

worin ilit; Integrale J^, J,, J^ die Bedeutnng und zugleich die Werthe 
haben; 

_ r «du 2 ft' ^ /o« /■, ' — M 
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(15) 



aXi = — K cos 25 + l/cos 2| co5^o = 

und ayi = 0~}/^^^r2(l-sin9)o)-^^-^^iil^l 
. L >/co825 J 

= - + K sin (21) = aZ8in(2g) = + al] 

also für jede Belastung wird hei einer unendlichen positiven Ho- 
rizontaXkraft Xi = 0, y^ = l; hei einer unendlichen negativen 
Horizontälkraft aj^ == ö, y^ = — l, d.h. in heiden Fallen die Säule 
in eine horizontale Lage gebracht. 

Nach Besprechung der beiden GrenzfiLlle Ä = und h = <x> 
nehmen wir nunmehr für h einen beliebigen und zwar posi- 
tiven Werth an, lassen also eine heliebige positive Horizontal- 
Jorafl wirken. Nehmen wir also für | einen beliebigen Werth 
zwischen und 45^ an, so sind zuerst die Werthe für -&•' 
und (Pq aus den Gleichungen (1) d. § zu bestimmen und dann 
mit Hülfe dieser Werthe ax^^ und ay^ zu berechnen. Zu letz- 
terem Zwecke geben wir den Ausdrücken für ax^^ und ay^ 
andere Formen, indem wir die Substitutionen 

2sin^' cos 9)0 = r^ sin (ti) 

2(W -E'{q>,)) - (r - r («p,)) = r. cos aO 



.(16) 



Setzt man diese Wertbie in den Ansdrnck für 2as ein, nimmt für s 
den besonderen Fall 8 => l, bestimmt die Constante mid die Grenzen 
von u mit Rücksiebt auf die angegebenen Beziehungen, setzt endlich 

_ + arc sm ^.-^-^ = arc cos ^^^^^^ ^ 2arctg -A, 
so wird: 

oder, wenn nur die Grössen niedrigster Ordnmig beibehalten werden: 

aJ-(l +^') •arctg(^ + az) . . . . (a) 

Mittelst dieser Gleichung kann, wenn vorweg al gegeben ist, sehr 
leicht aus — die Grösse h berechnet werden. — Für ä = giebt sie 
entweder einen Näherungswerth von f durch die Gleichung: 

K^)-|-«^ o>) 

oder sie liefert i/i = und lässt die rechte Seite unbestimmt. 
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einführen. Dann wird: 



ax^= ri"|/cos 2 1 cos (g^ — 25) 
«»1 = ^ycos^l sin (g, - 2|) = ax^ - tg (g^ - 2g), 
oder, da ai = K [§ 4 Gleichung (3)], auch: 



^ = 'iv:5|i^cosa,-25) 



?5. „ M^SpI 3i„ (g^ _ 2g) = ?.- tang (g, - 2^) 



.(17) 



Nehmen wir, um die Methode der Rechnung näher zu 
erläutern, als Beispiel: 

d = 60« d. i. f = 1,884 [§ 4 nach Gleichung (27) J, 

dann ist log K = 0,3338. Es sei nun zuerst: 

1 = 5», 
SO haben wir -ö*' und g?Q aus den Gleichungen: 



sin d' sin tpQ = sin 5« 
K' - F' («Po) = -F= = 2,173 

y COS 2 § 



(18) 



zu berechnen. Nehmen wir zunächst probeweise ■9'' = 55*, 
so ergiebt sich folgendes Bechnungsschema: 

? sin t = 8,9403 i?'(6*», mod. 55») = 0,1048 
-laia»' 9,9134 J'(7», mod. 55») = 0,1224 



l3iaq>Q= 9,0269 also durch Interpolation: 
tpo = 6" 6' ii'(6o 6' mod. 55«) = 0,1066 

und f(| mod. 55») = 2,0347, 

also: 

K' = 2,0347 
F' (yp) = 0,1066 

Diff. == 1,9281, d. i. < 2,173, also zu klein. 

In gleicher Art erhält man 
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• für »' = 65« K' — r (q>o) == 3^124 d. i. zu gross, 

62» 2,1141 d. i. zu klein, 

64» 2,1781 d. l zu gross, 

63« 30'*) 2,1619 d. i. zu klein, 

63« 51'*) 2,1731 stimmt; 

folglich haben wir die Werthe: 

1 = 5«, r = 63«51' und 9)0 = 5« 34'. 
Daran schliesst sich dann die weitere Rechnung nach folgen- 
dem Schema an: 

logE(mod.# = 63«,8) = 0,070n L,_,„dre tab I 
logE(mod.^ = 63«,9) = 0,0697/ ^«gendre tab. 1., 

also interpolirt: log E(mod.# == 63«51') = 0,0699 und daher 
E, oder wie wir es bezeichnen: E', selbst = 1,1740. Femer 
durch (leicht auszuführende) doppelte Interpolation (tab. IX): 
E'(q>o) d. i. i;(5«34'mod. 63*51') = 0,0970, folgUch: 

E' = 1,1740 i sin «■' = 9,9531 

E' (q>o) = 0,0970 l cos 9o == 9,9979 

Diff. = 1,07 70 X 2 12 = 0,3010 

= 2,1540 l (r^ sin g^ = 0,2520 

K'-.r(yo)= 2,1730 Ijr^ cos ti) = S,218Sn 

Diff. = — 0,0190 KtangSi) = 1,9732, 

log = 8,2788„ ti = 180« - 89« 23' 

= l(riCoati) =90« 37' 



g, = 90« 37 ' J8in£ i =0,0000 

2| = 10« Iri = 0,2520 



g, — 2| = 80«37 ' ? cos (St-2^)= 9,2123 

Summe = 9,4643 

l ,-_^ = 0,3371 

Vcos 2 S 



Diff. = 9,1272 = log (^) 
Ztg(g,-2t) = 0,7819 

Summe = 9,9091 = log (^j-) 

also ^ = 0,1341 und ^ = 0,8112. 



*) Mit Hülfe doppelter Interpolation. 
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Da nun für d' «=» 60^ bei nicht vorhandener Horizontalkraft 

Y = 0,123 war (s. die kleine Tabelle im Text S. 34), so zeigt 

sich, dass die Horizontalkraffc, welche | =5® entspricht, in üeber- 
einstimmung mit der theoretischen Ableitung dieses § eine ge- 
ringe Hebung des Endes der Säule veranlasst hat; ebenso 
auch, wie zu erwarten, eine weitere Entfernung von derVer- 
ticalen im Verhältniss 0,811 : 0,803 fürfc = 0. 

In gleicher Methode wie hier angegeben, müssen nun 
sämmtliche Rechnungen derselben Art durchgeführt werden. 
Ehe ich jedoch einige Resultate der Art angebe, bleibt noch 
ein weiteres Element zur Yeranschaulichung der Form der 
Säule zu behandeln. 

Wir wollen nämlich die Richtung des letzten wie auch 
eines beliebigen Curvenelementes, also den Differentialquotienten 

^ ins Auge fassen, wie wir dies für Ä = im vorigen § be- 
reits gethan haben, und wobei wir auf eine ähnliche inter- 
essante geometrische Bedeutung der Winkel -ö-' und 5 wie 
oben [§ 4 (21)] für d' werden geführt werden. Bezeichnen 
wir den Winkel zwischen der Richtung eines beliebigen Cur- 
venelementes und der Verticalen in gleichem Sinne wie in 
§ 4 [nach Gleichung (19)] mit a und beim Endelemente mit 
CK^, so ist 

i-*««' 'A-^" <''> 

Nun war: 

dy^V 2/K -^ V 2/ ,...§2(14) 

und hierin u durch ^q ausgedrückt (welch letzteres nebst -Ö*' 
durch die Gleichungen (1) d. § zu bestimmen ist): 

48in*^' (sin*© — sin*®«) 
U = ^^ ^T^ ^^ § 3 (12) 

C08(2|) ^ ^ ^ 

Setzen wir nun: 

sin O"' sin 9 = sin ß), (20) 

so ist mit: sin -ö*' sin 9?^ = sin 5 §6(1) 
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u 



u 



l-i= 



4 (sin*a» — 8m2{) 

cofl(2|) 

cos (2 a}) 
"cos(2|) 



h 



und folglich: 



i+Ä*~(i-iy 



8in''(2o>) 



(21) 



(22) 



dy cos (2ö)) sin (2a)) — cos(2|) sin (24) 

dx cos^ (2 cö) — sin^ (2 1) 

Hier wird nach bekannten trigonometrischen Formeln der Zähler 

= i [sin (4cd) - sin(4|)] = i-2sin(2cö — 2|) cos(2cö + 2|) 

und der Nenner = cos (2 cd + 25) cos (2 a) — 2 S), also wird 
der obige Bruch: 

da; 



tg(2a)-2|), 

und daher der gesuchte Winkel a: 

a = 2 («a - I) 

und fQr das Endelement 

«j = 2(*' — I) 



(23) 



(24) 



(25) 



n 



Es wächst nämlich, während q) von (p^ bis - zunimmt, (o 

von I bis d-'j so dass also auch der Winkel a von bis a^ 
zunimmt*). Dieser letztere Winkel kann auch ein stumpfer 
werden (d. h. die Säule ist umgebogen), was in der Begel 

für -ö" > X eintrifft**); so ist in dem in diesem § behandelten 

Beispiel d' = 60«, | = 5^• «^^ = 63^51', also a, = 116H2'. 
In diesem Falle giebt der Werth von cd: 

(26) 



o 



♦) Da die Grösse 



E 



1 + i 



[Gleichung (1) d. §] stets positiv ist, 



n 



V'cos2S 

so rnnss 9^ und somit auch 9 stets kleiner als -^ sein, daher wird <o 

mit wachsendem 9 stets grösser [Gleichung (20) d. §] und somit auch a 
[Gleichung (24) d. §]. Beiher besitzt die Cttrve, welche die Gestalt der 
gebogenen Säule darstellt, keinen Wendepunkt. 

**) Für JT = 00 ist S =-45^«'' = 90<> [s. oben vor Gleichung 
(15) d. §], also «1 = 90<>. 
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die horizontale Stelle der gebogenen Säule an und man findet 
dann mit Hülfe der Gleichung (20) den entsprechenden Werth 
von q) und hieraus durch die Formeln § 3 (15) und (16) die 
Werthe der Goordinaten dieser Stelle. 

Um die Coordinaten an dieser Stelle wie überhaupt leich- 
ter zu berechnen, führen wir ähnliche Substitutionen wie in 
den Gleichungen (16) d. § ein^ setzen nämlich: 

2 sin '9'' (cos 9?,) — cos^) = r sin (0 

2 (E' (y) - E' (9o)) - (r (9) - r (g>,)) = r cos (g) 

und erhalten dann: 

r>/co8 (2|) 



(27) 



X 

1 



E 



cos(g-25) 



f = ^-i^^^)sin(g-2g) 



X 



-, tg(5-2|) 



l 



(28) 



indem wir schliesslich die Gleichungen (15) und (16) des § 3 
durch al = K [§ 4 (3)] dividiren. 

Es bleibt noch übrig, die Grösse des Krümmungsradius 
zu bestimmen. — Sein reciproker Werth ist 

1 M 

= «* {yi — y + *(^i — ^)};- §2(1) 

oder, wenn man die Gleichung beiderseits mit l multiplicirt 
und statt a und h die Werthe einführt: 

l = K*{?J._| + tg(2|)C^-D}, . . (29) 

woraus mit Hülfe der Gleichungen (17) und (27) sich der 
Werth von | an beliebiger Stelle finden lässt. — Von beson- 
derem Interesse ist der Werth von ^ «= ^o ^^ untern Ende 
der Säule. Dafür folgt: 

,^ = ^{T<^-(2S) + ^sin(2g)), 
d. i. den Gleichungen (17) d. § zufolge: 



J 
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l K 



^1 sin (Si) 



9o j/cos (2 I) 

d. i. nach (16) d. §: 

,- ^ . 2 sin ^' cos(<po)*) • • • (30) 

Allgemein ist 

7 = 33^{(«o«(2§)f+«i°(2^)T)-('^««(2g)f+8in(2|)f)); 

darin ist die zweite Klammer ( ) den Gleichungen (28) zufolge : 



r")/cos (2 I) sin (J) j/cos (2 5) • 2 sin -O-' (cos qpo — cos qp) 

_ _ _ - ^ 

daher die ganze Klammer { } 



2 sin 'S"' "j/cos (2 J) cos qp 

"" K 

und folglich: 

— = , • 2 sin -ö"' cos op. . . . (31) 

. 9 Vcos (2 1) ^ ^ ^ 

Diese letzte Gleichung liefert auch den Werth von q an der 
Umwendungsstelle der Säule, wenn man nämlich für q> den 
Werth aus den Gleichungen (26) und (20) entnimmt, nämlich: 

sin (1- + g) 
«^'^9' HSV— (32) 

macht. Für ä = oo, d. i. | = — , ist der Nenner von— =0, 

im Zähler aber kein Factor Null [s. o. vor Gleichungen (15) 

d. §]. Daher ist hierfür die rechte Seite der Gleichung (30) 

cx^ und folglich: 

9o = (33) 

Dieser Werth ist aber das Symbol für eine unendlich starke 
Krümmung. 

' Ich schliesse diesen § mit Angabe einiger Zahlenresultate, 
von denen die letzte Tafel (für O* = 70^) besonders von In- 
teresse ist; denn sie zeigt, wie das Ende der Säule, welches, 
wenn nur Verticalbelastung vorhanden ist, bis unter die Ho- 



*) Die Berechnung des Wertlies von Qq aus dieser Gleichung ist 
sehr leicht, weil, wie ein Blick auf das Zahlenbeispiel dieses § zeigt, 
beide Factoren in der Bechnung bereits vorhanden sind. 

SaalBohütz, der belastete Stab. 4 
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rizoutale hinabreicht; durch eine Horizontal -Zugkraft anfang- 
lich — und zwar bis über die Horizontale — gehoben und 
erst durch Vergrösserung derselben wieder gesenkt und so 
allmälig von oben her wieder in die Horizontale (für h = <x> 

d. i. 5 = -j) hineingebracht wird. — Die Werthe für | = 
sind der Tabelle des vorigen § (S. 34) entnommen. 



^ — 50» 1 — 


0» 


5» 


20» 


40» 


45» 


*' = 


50» 


55» 54' 


71» 45' 


88« 58' 


90» 


90 


0» 


6» 2,5' 


21« 6' 


40« 1' 


45« 


l 


0,349 


0,318 


0,264 


0,178 





Vi 
l 


0,792 


0,802 


0,825 ■ 


0,890 


1 


«1 — 


100« 


101» 48' 


103» 30' 


97» 56' 


90» 


?0 

l 


0,337 


0,311 


0,255 


0,141 





» — m> 1 — 


0» 


5» 


20« 


40» 


45» 


«■'- 


60» 


63» 51' 


76» 0' 


89» 24' 


90« 


9o 


0» 


5» 34' 


20» 38,5' 


40» 0' 


45« 


«1 
l 


0,123 


0,134 


0,153 


0,142 





Vi 
l 


0,803 


0,811 


0,836 


0,902 


1 


«1 — 


120» 


117» 42' 


112» 


98» 48' 


90« 


Po 


0,268 


0,258 


0,224 


0,126 





^ — 70» 1 = 


0» 


5» 


35» 


42» 


45» 


«•' = 


70» 


72» 12' 


88» 21' 


>89»54' 


90« 


90 — 


0» 


5» 15' 


35» 1' 


42» 


45« 

• 


«1 
l 


-0,107 


—0,066 


+0,086 


+0,050 





Vi 
l 


+0,750 


0,775 


0,883 


0,968 


1 


«1 s= 


140» 


134» 24' 


106*42' 


96» 

• 


90« 


Po 
l 


0,212 


0,209 


0,143 


0,109 


0. 
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§ 6. Die belastete Säule unter dem Einfluss einer nacli innen 
gericliteten (negativen) Horizontalkraft. 

(Umformang der entwickelten Formeln für diesen Fall. Methode der 

weiteren Behandlung.) 

Die im Vorigen abgeleiteten Formeln gelten gleichmässig 
für eine positive wie negative Horizontalkraft und sind auch 
öfters in beiden Beziehungen angewandt worden. Nachdem 
jedoch der zweite Theil des vorigen § einer positiven Horizon- 
talkraft gewidmet war und die Betrachtung dieses Falles zum 
Abschluss brachte, wenden wir uns nunmehr speciellen Unter- 
suchungen über die Wirkungsweise einer negativen Horizontal- 
Jcraft ZU; und treten dadurch in ein neues, und zwar umfang- 
reicheres, Gebiet unseres Thema' s ein. Dieser Theil der Arbeit 
wird, wie ich hoflfe, dem Mathematiker einiger eigenthümlicher 
Schwierigkeiten wegen ein neues Interesse für den Gegenstand 
zu erregen im Stande sein; dem Physiker aber möge die 
Uebereinstimmung der analytischen Formeln mit der natür- 
lichen Anschauung, also die Wahrscheinlichkeit und Deutbar- 
keit der analytischen Resultate, Anregung zur experimentellen 
Bestätigung bieten! 

Wir nehmen nunmehr also an, dass die horizontale Zug- 
kraft nach innen, der ursprünglichen verticalen Lage zu, also 
negativ gerichtet sei, und ich will zunächst in diesem Para- 
graphen die allgemeinen Resultate des § 5 etc. umformen, so- 
dann aber davon ausgehen, dass die ursprüngliche Belastung 
(also auch O*) immer grösser werde, indem die besonderen 
Untersuchungen sich am übersichtlichsten an bestimmte Werthe 
von d' anknüpfen lassen. 

Indem wir also H negativ annehmen, setzen wir: 

H = —H, 



\ = tg(2io = 5 



(1) 



wovon die letzte Gleichung sich aus § 3 (8) ergiebt. Dann 
ist nach der zweiten der Gleichungen § 5 (1): 



r 
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sin ipg ain *' = — ein ^, . 
Behalten wir nun *' als positiven Winkel bei, wozu wir min- 
destens berechtigt sind, da in den Integralen sin^ 0^' als Mo- 
dulus vorkommt, was jedoch auch sich als nothwendig erweist, 
wenn wir für die Gleichungen § 5 (1) Auflösungen suchen, 
80 folgt ipa als negativ und wir setzen: 

9« Vi (2) 

Nun ist 



F-(9.) 



-f. 



Vi- 



.(3) 



Setze ich nun <p <= — ^, so folgt 

far 9 = 0: * = 0, 

i^i9 = 9o- '^ = — 9'o = 9'i. 

und dtf' = — d^, also: 

imd ebenso 

^'^'(Va) = — JVl— sin**'sinVrf»i' = — -E'(qD,) 

folglich nehmen die Grleichnngen § 5 (1), welche dazu dienen, 
#' lind (p,^ aus | oder jetzt *' und tp^ aus 1^ zu finden, fol- 
gende Gestalt an: 

K -i-F'iw,) = , ^' ] 

^ '-^" ^008(2 1.) (4) 

flin (pi sin *' = sin gj . ) 
Die (ilciehungen § 5 (20) und (23) werden: 
sin 9' ain <p = sin at ] 
^ = tg(2o + 2|,)J 
und dalier der üichtungswinkel eines behebigen und des letz- 
ti'D Ciirvenelementes 

«-2(o+ I,) (6) 

«.- 2(»- + 6,) (7) 

Die Glciülmngen (27) und (28) liefern als Substitution: 
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2 sin •9'' (cos <p^ — cos g?) = r sin (g) 
2 (E'{q>) + ^'(«Pi)) - (^^'(9) + -P" («Pi)) = ^ cos (0. 
und als Werthe für die Coordinaten: 



..(8) 



f = ^-^^^^cos(g + 2y I 

^_ • • (9) 

f = ^^^^^¥^sina + 2y = ^tg(g + 2y 1 

und für den Endpunkt, analog den Gleichungen § 5 (16) 
und (17): 



2 sin &' cos w, = r. sin (£,)^ 

^' ' ^ '^l . (10) 

x)/ 



2 (E' + ^' {<p,)) - (K' + i^'CPi)) = r, cos (g^ 
und die Coordinaten: 



^_r,V^m,o.it, + 2i,) 



l E 



(11) 



f = ^^i^^sin (g, + 2 g,) = f tg(gi + 2 10, 

Auch folgt noch aus der Gleichung § 3 (21) die Formel 

as = Vcos (2 gj (^' (9) + F' (9,)) . . . (12) 

Endlich erhalten wir für die Krümmungsradien an beliebiger 
Stelle (p) und am Endpunkte (qq), analog §5 (31) und (30): 

• 2 sm -o* cos g) 



9 y^^^m y . . . (13) 

— = , • z sm '9' cos opi 

Qo Vcos (2 gl) 

Hiermit haben wir die noth wendigen Formeln beisammen. 
Wir lassen nun bei der weiteren Betrachtung die ursprüng- 
liche Belastung (P) nach und nach grösser werden und 
knüpfen die Untersuchung an bestimmte Werthe derselben an. 
Wir wissen [§ 4, (17)], dass bei der Belastung P= 1| P^ die 
weiteste Abweichung des Säulenendes von der Verticalen statt- 
findet. Derselben entspricht der Winkel d' == ^= 56^ 52'. 
Wir wählen daher zunächst Belastungen, für welche das ent- 
sprechende d" einmal unterhalb, einmal oberhalb & liegt 
(^ =5 50^ und d" = 60®), sodann, weil die Untersuchung dahin- 
drängt, dazwischenliegende Werthe, und endlich noch grössere, 
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deren Behandlung andere Eigenthümlichkeiten darbietet. Da- 
bei concentrirt sich die Hauptschwierigkeit und somit auch 
das nächstliegende Interesse auf die beiden Grössen S^ und %'\ 
deren Zusammenhang durch die Gleichungen (4) d. § gegeben 
ist. Diesen Zusammenhang schien es zweckmässig durch 
Curven noch deutlicher zur Anschauung zu bringen. Sind 
diese Grpssen bestimmt, so ergiebt sich das üebrige durch 
methodische Rechnung. Auch über die Form der Säule bei 
verschiedenen Belastungsverhältnissen gewinnen wir durch die 
Kenntniss von ^' vollkommene Klarheit. Somit gehen wir 
zur Behandlung des ersten der genannten Fälle %' = 50^ über. 



0. 



§ 7. Parameter %• -= 50^. 

(Die Betrachtung weist auf ein Maximum der Horizontalkraft hin. Ana- 
logon aus der Mechanik. Zwei Werthe von -ö*' für dasselbe l^. Tabelle 
I und II. Berechnung von ^/ und <9'//. Analytische Formeln für das 
Maximum von l^. Einführung der Functionen U und F. Besondere 
Bedeutung von U für ein gegebenes (constantes) J^. Regel zur Er- 
leichterung der Rechnung. Maximum von |i für -ö" = 50® nebst zuge- 
hörigen Werthen von &' und qpj. Die Curve W (In-Ö"') mit ihren beiden 
Zweigen. Der Endpunkt der Säule. Beispiel für die Berechnung seiner 
Coordinaten. Zahlenresultate und deren Besprechung.) 

Nach Massgabe der Tabelle des § 4 (Seite 34) ist das 
Gewicht, das dem genannten Werth von -9* entspricht, P 
= 1,518 Po, und in der stabilen Gleichgewichtslage hat das 
Ende des Stabes die Coordinaten x^ = 0,349 Z, j/i = 0,792 l. 
Die grösste Ausbiegung des Stabendes ist hierbei noch nicht 
erreicht, weil %' <i [§ 4 (15)] ist. Das letzte Curvenele- 
ment bildet mit der Verticalen den Winkel a^ = 2-9' [§4 (21)] 
= 100^, der Stab ist also durch die Belastung bereits umge- 
bogen (vgl. die genannte Tabelle über die höchste Stelle der 
Curve). 

Bringt man an das Ende des Stabes in der eben be- 
schriebenen stabilen Gleichgewichtslage eine negative, d. h. der 
Verticalen zugewandte Horizontalkraft an, so nähert man den 
Stab dadurch der Verticalen [§ 4 (7) und folgenden Text] 
und diese Näherung wird voraussichtlich bei Vergrosserung 
des Horizontalzuges ebenfalls wachsen; andererseits ist zur 
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Erhaltung einer geringen Abweichung von der verticalen Stel- 
lung d. i. der labilen Gleichgewichtslage (vgl. § 4, zweiter Fall, 
S. 26 und das zweite Zahlenbeispiel S. 28) ebenfalls eine 
kleine negative Horizontalkraft nothwendig, die mit wachsen- 
der Abweichung zunimmt; es ist also zu erwarten, dass in 
diesem Falle die Horizontalkraft ein gewisses Maximum erreicht, 
sodass die Säule entweder aus der gebogenen Lage zunächst 
durch einen Horizontalzug , der fortdauernde Steigerung er- 
fahren muss, bis zu einer gewissen Mittelstellung und von 
dieser aus weiter unter Verminderung des (stets gleich gerich- 
teten) Horizontalzuges in die verticale Stellung gebracht wer- 
den kann; oder dass sie, aus dieser verticalen Stellung zunächst 
mittelst eines sehr schwachen Stosses entfernt, durch eine ge- 
ringe Horizontalkraft in der etwas veränderten Lage festge- 
halten werden, dann wieder gestossen und durch vermehrte 
Horizontalkraft in der neuen Lage wiederum erhalten werden 
mag, bis nach öfterer Wiederholung dieses Vorganges die 
vorhin genannte Mittellage erreicht ist, aus welcher sie dann 
durch continuirliche Abnahme des Horizontalzuges in die sta- 
bile Gleichgewichtslage gesenkt zu werden vermag. 

Vielleicht trägt es zur 
deutlicheren Vorstellung 
dieses Vorganges bei, wenn 
wir uns ein Analogon aus 
der Mechanik aufsuchen. 
Es sei J.CB(Fig.3) eine an- 
steigende Bahn, längs wel- 
cher eine Last aus dem^ .,. « 

^ Flg. 3. 

Niveau von A in das- 
jenige von jB gezogen werden soll. Denkt man sich eine 
derartige Vorrichtung getroffen, dass die Richtung der Zugkraft 
stets parallel der Bahn bleibt, so ist dieselbe anfangs Null, 
wächst darauf, bis sie im Inflexionspunkte G ein Maximum 
erreicht, und nimmt von da an auf dem Wege CB wieder bis 
Null ab. Umgekehrt würde beim Herabgleiten der Last von B 
nach A auf der Strecke JBC eine immer grössere Kraft noth- 
wendig sein, die Last an bestimmter Stelle festzuhalten, wäh- 
rend sie von C nach A bei stets verringerter Zugkraft sinken 
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würde. Man wird zugeben ^ dass dieser Vorgang demjenigen 
bei unserer Säule vollkommen entspricht 

Die Hindeutung auf ein Maximum der Horizontalkraffc 
oder der Grösse gj [s. § 6 (1)] wird nun durch die Rechnung 
bestätigt. Nehmen wir nämlich |i als gegeben an, so folgen 
die Grössen O*' und g)^ aus den Gleichungen § 6 (4); hierbei 
zeigt sich, ddss zu demselben l^ zwei verschiedene Werthe von d-' 
und ^i gehören» 

Dieser umstand springt sofort bei Betrachtung einer zum 
Zweck der nachfolgenden Rechnungen entworfenen Tabelle in 
die Augen. Dieselbe (Tabelle I) enthält für nachfolgende 
Werthe von §i und d"': 

§^ = 1« #' = 10^ 50 etc. von 5« zu 5^ wachsend bis 90^ 



5» 


5» 


7f 


?? 


>? 


77 


lO» 


10» 


f7 
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;; 


77 


15» 


15» 


yj 


77 


77 


77 


20» 


20» 


f7 


77 


;? 


77 


25» 


25» 


?; 


77 


?7 


77 


30» 


30» 


79 


;> 


?7 


7? 


35» 


35» 


}f 


77 
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7? 


40» 


40» 
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77 


;? 


77 


44» 


44«, 45» 
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?> 


7? 


7> 


45» 


45» 


?; 


•7; 


77 


>7 



in vier aufeinanderfolgenden Rubriken 1) den aus der Gl. 

gjin O"' sin 9i = sin 1^ 
berechneten Werth von g)^, 2) Das ganze Integral: 



7t_ 




3) Das allgemeine Integral: 

9i 






J Vi - sin* &' sin* 9 





(beide Integrale aus den Legen dre'schen Tabellen entnommen 
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oder mit Hülfe derselben durch Interpolation berechnet), und 
4) die Summe S derselben: 

S^K' + F' (9>x). 

In einer anderen Tabelle (Tab. 11) ist für jedes der genann- 
ten li eine Anzahl von Werthen derselben Grössen g)^, K\ 
^'(SPi)) ^ berechnet worden, welche sich um ein Minimum 
von S gruppiren und wobei %^ von Grad zu Grad fortschreitet 
Diese Grösse S muss nun den Gleichungen § 6 (4) ge- 
mäss = — sein: man kann also* aus den Tabellen für 

Vcos 2 §1 

ein bestimmtes K (d. i. %) und 1^ die beiden Intervalle von 
5^ (resp. von 1^ in Tab. II), innerhalb derer die beiden O*' 
liegen, sofort erkennen. 

Nehmen wir nunmehr zuerst %' = 50^ und Sj = 5^, so 

haben wir log K = 0,2868 und log "/cos 2 g^ = 9,9967, folglich: 

^ = 1,9505. 



Vcos 2 Ji 

Jetzt zeigt ein Blick auf die Tabelle I, dass der Werth S 
= 1,9505 ein Mal zwischen 2,1092 und 1,9420 und dann 
zwischen 1,9239 und 1,9778 gelegen ist, folglicTi liegt &' ein 
Mal zwischen 10« und 15^ {(p^ zwischen 30« 7' und 19« 41') 
und ferner zwischen 40« und 45« ((p^ zwischen 7« 48' und 7« 5'). 
Die genauere Rechnung*) ergiebt nun 

für das erste 0-' den Werth 14« 36', mit (p^ = 20« 14', 
„ „zweite^' „ „ 42« 42', „ q>^=- 7« 23'. 



*) Dieselbe ist in ähnlicher Art auszuführen, wie oben § 5 (siehe 
Gl. 18 nnd nachfolgenden Text) an einem Beispiel gezeigt worden ist, 
nämlich folgendermassen : 

Für ö- = 50° und J^ = öMst: log K = 0,2868 

log 1/007(217) = 9,9967 



Diff. == 0,2901 
Dazu num. = 1,9505 = K'+jP'(9i)=iS'. 
!Nimmt man -Ö*' = 14*^, so ist: 

log sin §, = 8,9403 K' = 1,5946 

log sin^' = 9,3837 F' {q>^) = 0,3690 



log sin 9?i =» 9,5566 S == 1,9636 

qPi = 21<' 7' 



- 58 — §7. 

Diese beiden Werthe von &' müssen wir in der Folge genau 
von einander unteracheiden: das erste *' ist dasjenige, welches 
mit abnehmendem Ij smä der Grenze nähert (entsprechend der 
verticalen Stellung der Säule), es möge mit ft^ bezeichnet werden; 
das Bweite &' ist dasjenige, welches mit abnehmendem g^ sich der 
Gr&iee 9 nähert (entsprechend der gdiogenen Lage oder stabilen 
Glcich{)m<ichlslage der Säule), es möge mit d^^ bezeichnet werden. 
Nehmen wir ietzt £, = 10", so ist , = 1,9966, 

und es zeigt die Tabelle II, dass sämmtliclie Werthe von S 
grösser als diese Zahl sind (das Minimum liegt bei *' = 33" 
und ist 2,0382), folglich kann eine Horizontalkraft eutspre- 
chend |, = 10" (d. i. ^, = P ^ 20") nicht mehr zur Aufrich- 
tung der Säule verwandt werden, sie ist schon grösser als 
das oben besprochene Maximum. Hingegen erhalten wir fSr 
I, = 1" und l^ = 8" noch Resultate. ' 

Für t = 7", ^ = 1,9649 liefert die Rechnung: 

%'j= 19" 8' mit g>, =21" 50' 

^;^=38"14' „ 9;, = 11" 22' 
für l, = 8", ^ = 1,9742 liefert die Rechnnnir: 

*; = 27" 18' mit 9)1 = 17" 40' 
&JJ = 33" 32' „ 9-1 = Wm'. 
lilao zu groes; «' = 15" giebt nach der Tabelle S — 1,9420, also zq klein. 
Die Interpolation führt auf: 

»' - "° + ^-eO' = 14" 36'. 
Dafür ist: 

logK' = 0,20322 (Legendre Tab. I), ferner qj, = 20''14' 

K' = 1,5967 
i'" (9),) = 0,3536 {durch doppelte Interpolation) 

S 1= 1,9503 in genügender Uebereinstinimung mit dem ge- 
gebenen Werthe 1,9506. 
Ebenso ist für *' = 42" qi, = 7° 29' und hicraiis S = 1,9130, also zn 
klein; füi- 9' = 43° iat qj, -- 7" 20,6' und daraus: S =- 1,9639, also zu 
gross; dnrch Interpolation erhält man; #' =■ 42" -|- — -- ■ 60' nahezu 
= 42'' 42', daraus findet man qj, = 7''23' und hiermit S^l,950&, welcher 
Werth {zufällig, da die Rechnung nur bis auf Minuten geführt wird) 
mit ili.'m gegebenen genau übereinstimmt. 
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Für Si = 8® 30' ist wiederum das Minimum von S, welches 

nahe bei d'' = 30^ liegt, grosser als ^ ^ = 1,9792 (über 

y co8(2§i) 

die genaue Bestimmung dieses Minimumes s. etwas später 61. 
(21) und die bald darauf folgende Rechneregel); folglich ist auch 
dieser Werth von l^ schon zu gross, ebenso ist dies mit l^ 
•= 8^ 20' noch der Fall, hingegen liefert g^ = 8^ 10' noch zwei 
Werthe von d'] das Maximum von 1^ liegt also dazwischen 
und zwar führt die fortgesetzte Zahlenrechnung auf etwa Ij 
= 8® 13'. Doch dürfen wir uns bei diesem wichtigen Punkte 
unserer Untersuchung nicht mit diesem numerischen Verfahren 
zur Auffindung des Maximums begnügen, einmal seiher Weit- 
schweifigkeit und verhältnissmässigen Unsicherheit wegen, 
dann aber hauptsächlich, weil sich weitere Schlüsse nur an 
analytische Ausdrücke anknüpfen lassen. 

Wir müssen vielmehr daran gehen, die Beziehungen 
zwischen den Differentialen der Grössen 1^, O*', g?^, zwischen 
denen die Gleichungen § 6 (4) gelten, aufzustellen. Diese 
Gleichungen sind: 

sin li = sin ^' sin ^^ (1) 

K = y^^^Ti; (K- + r (9j) .... (2) 

Die vollständige Differentiation der ersten Gleichung liefert: 

cos li d^i = cos ^' sin (p^ d%'' -f" sin %•' cos fp^ dgi^y . (3) 

diejenige der zweiten, da K von allen drei Grössen unabhän- 
gig ist: 

Nun ist nach § 4 (13), wenn darin %•' statt d' und K' statt 
K gesetzt wird: 

IV ~ sin -e-' cos «•' ^^ 

Femer ist [s. § 6 (3)]: 

r((p,) = /-, - -^ — = .... (6) 

jVl — 8in«'9''8in> "^ ^ 



L-. 



r 



folglich : 



*••(»,) 


7=.in>.in,- = 


.»■i» 


8»' 


/ ()/l-.m'9- 


rä-.,)' 


wenn ich 







CT 



y*! — ain* &' sin* 9 mit A' 9 .... (8^ 
bezeichne: 






(9) 



uad nach eißer bereits oben [§ 4 kurz vor Gleichung (12)] 
augefiihrteü Heductionsformel, worin nur sin*# statt x* und 
ip^ statt <p zu setzen ist: 

,i£»jin^jj™^ = / k> ■ ,J,p - cos" »• / ;^. ■ (10) 

also: 

/t'!? _ ' fr (y,) _ ! y-iaT^_co._j.. \ . . ,11, 

JlA,)' CO,-» y '•I'" V,_, in. »■,!„>,; >• ' 

und dilller: 

'-i^-'^-' = eot*'f-^-T^^^-^^^^--P"(9>jVl2) 



und ganz direct: 



gF'(y.) ^ 



(13) 



S<p, V'i — ain» &' ain' 9>i 

Daher nimmt die Gleichung (4) d. § in der Ausführung die 

Ponti itii; 



oder wenn man durch Ygob (2 1,) dividirt, nacb Gleichung (1) 
•J. S Vi — sin* ©■' sin* 9), = cos li setzt und auch die Glei- 

chiiu^ (2) benutzt: 
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ycos(2|i) ^ ^ cos*«- V • ^^^^/ 

_ tg«»- Bin y, COB y,\ ^^. _gy^ ^ , 

cobJi / ' cosli ^ ^ 

Eliminirt man jetzt aus den Gleichungen (3) und (15) dg)^, 
indem man (15) mit — cosg?! sin-ö'' cos|i multiplicirt und zu 
(3) addirt, so erhält man nach einigen Umformungen, die be- 
sonders auf der Gleichung: 

= '-^ (16) 

cos' &■ ^ ■' 

beruhen, die Gleichung: 

dl (l ~ *g^^^'^ K sin »' cos a),^ 

='^^'^(*g9'iCos|^+co8*#'(K'+i?'(9,0)-(B'+i;'(9'i)))<"> 
Führen wir jetzt die Grössen U und V ein, und zwar: 
J7 = tg 9, cos I, + cos^ ^' (K' + F' (q>,)) - (B ' + ^'(^i)) 

E sin &* cos 9>j 



F=l-tg(2g0 



(18) 



y cos(2|.) ' 

so erhalten wir durch Zusammenstellung der Gleichungen (17) 
mit (1) und (2) folgendes System: 



(?|, • F = d» 



, COS qpj 



COS-ö" 

sin %^ = sin -ö-' sin 9?^ 
K 



\ . CT 



= K' + F'(9i)) 



(19) 



ycos(2|i) 

welches dazu dient, für ein gegebenes K von den Grossen 
li, 9i, %^' (?li, (?'9'' drei zu finden, wenn die beiden anderen 

gegeben sind, oder auch von den Grössen l, , ^j , O*', ^ oder 



d^^ 



drei zu finden, wenn die vierte gegeben ist Die Grösse 



TJ hierin hat noch die besondere Bedeutung, dass für ein 
constantes (gegebenes) S^ der totale Diflferentialquotient von 
K' + jF'(9i) nach %^' sehr nahe mit ihr zusammenhängt. Es 
ist nämlich, wie aus den auf den vorigen Seiten abgeleiteten 




Gleichungen sehr leicht zu erkennen: 

cos li dSi = COS d' sin 9i (?©■' + sin *' cos «pi dy, , 

, (K' + F-(*.)) = «(£:±?^'-!) ■ «-+ 5^-:^^ ' ■ <j,„ 

d, i. indem dy, durch d&' und (?li ausgedrQckt wird: 

ä(k'+ r(.p.)) - -e;»^ «• + sJ;^^ ■ dl, ■ (20) 

und iusbeaondere för gj = const: 

= cos 9-' sin 91, dd-' + sin ■&' cos <p^ d<p^ 1 

d(K- + rtT.)) ^ g(g'+^'(y.)) , gF'(y.) ^ U (21) 

da' Ö#' "•" 8gi, 'd#' sin&'coB*'' 

Kehren wir nun zu unserer vorliegenden Aufgabe zurück, 
so ist also das Maximum von ^, oder zunächst dasjenige 
fr' zu suchen, wofür Jj eiü Maximum wird; es muss daher 
j^ = sein, und in Folge dessen geht die erste der Glei- 
chiingen 1 19) in 

U =0 
über, wiihrend die anderen beiden besteben bleiben; wir haben 
also in der' That drei Gleichungen zur Bestimmung der drei 
Grössen |[, &', <f^. 

Rechnen wir nun mit £, = 8" 13', so ist , = 1,9765, 

und für*'=30" erhalten wir: (p^ = \&>^&p' und: K'+F'C^,) 
= l,07ii7, welcher Werth als genügend übereinstimmend mit 
dem gegebenen angesehen werden könnte. Bilde ich jedoch 
die Function TJ , so ist dieselbe nicht = 0, wie es die obige 
Gleichung verlangt, sondern 17=0,0213, also positiv. Den 
Gleichungen (21) zufolge bat nun für ein gegebenes ^1 der 

Differenlialquotient —^ — ^ , ' ■ gleiches Zeichen mit — U, 
also uiuimt K' + ^"(9;,) ab, während &' wächst, so lange JJ 
positiv ist, erreicht sein Minimum für ü=0, und wächst 
zugleicii mit ■&', wenn U negativ ist. Wir können uns daher 
die für die Rechnung bequeme Regel bilden: 

Um ßr ein gegebenes |, den Minimalwerth von K'-i-F'(<p,) 
sn erhalten, muss JJ verschmnden, und andererseits ist 0' su 
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vergrössem, wenn U positiv, und d"' zu verkleinem, wenn U ne- 
gativ ist 

In unserm Falle ist also d^" zu vergrossem. Nehmen wir 
-O-' = 31^, so folgt: 

fp^ = len'; K' + J"(9i) == 1,9765; U= -0,0030. 

Wir sind also schon über das Minimum hinaus, woraus sich 
ergiebt; dass der Werth K' -{-F'{g)^) = 1,9765 noch für ein 
kleineres &' wiederkehren muss, dass das obige 0-' == 3P als 
d'jj anzusehen ist, und dass also ^^ = 8^13' noch nicht der 
Maximalwerth von |j, ist. — Suchen wir zum üeberfluss noch 
den Minimdlwerth von K' + -2^(9i) für gi = 8®13', indem 
wir in Anbetracht der Werthe von U: 0,021 für 0-' = 30^ 
und —0,003 für d'' = 3P, -9«' = 30^^ oder (der bequemeren 
Rechnung wegen): '9'' = 30,9^ = 30^ 54' annehmen, so folgt 
hiefür: K' + jF' (^J = 1,9761, also merklich kleiner als die 
früheren und als der gegebene Werth. 

Nehmen wir jetzt 1^ grösser, also li = 8®14', so ist 

K 

, == 1,9765 (auf vier Stellen mit dem früheren Werthe 

übereinstimmend) und für -ö-' = 3P: 

<p^ = 160 9' ; K' + F' i<p,) = 1,9769 ; CT = -0,0027, 

also '9'' zu VSerkleinern. Für ^' = 30^48' erhalten wir: 

<Pi = 16« 11,5'; K' + F'(9i) = 1,9768; U == -0,0002. 

Daher können wir diesen Werth von K'+J?"(9i) sehr nahe 
als das Minimum für Jj = 8« 14' ansehen und somit schlies- 
sen, dass dieser Werth von g^ bereits zu gross ist. — Stellen 
wir das geforderte Minimum von K'+i^'(9?i) = 1,9765 (denn 
für alle Werthe von g^ zwischen 8^13' und 8^14' wird es 
dasselbe bleiben) mit dem gefundenen: 1,9761 für |j = 8«13' 
und 1,9768 für S^ == 8« 14' zusammen, so folgt durch Inter- 
polation: Si = 8« 13' 34". Hiefür ergeben sich folgende zu- 
sammengehörige Werthe: 

^'=30«54'; 9i=16n0,5'; K'+F'(9i)= 1,9766; ?7= -0,0005 
30^48'; 16n4'; 1,9767; +0,0018 

30^52'; 16ni,5'; 1,9765; +0,0002 



r 



Diese letzten Werthe können wir als die richtigen ansehen, 
sodass wir das Endresultat haben: 

Für S = 50" ist daa Maximum von |,: |, = 8* 13' 34" 
mit *' = 30''ö2' und y, == IG^lljö'. Dabei ist tg (2|,) = k 
= ^ = 0,290307 oder nahezu: E= 0,3 P'}. 

Der Zusammenhang zwischen ^' und g, lässt sich am 
besten mit Hülfe einer Curve anschaulich machen, welche als 
W(^i,&'} ^=0, oder falls der Zusammenhang die Angabe des 
Parametern & erfordert, als ^''^ (|, , Ö-') ^ bezeichnet werden 
möge; ich habe daher die Werthe von gj als Äbscisse und 
die zugehörigen Werthe von beiden 9 als Ordinate aufge- 
tragen, und zwar: 






»; — 


5« 


14,6« 


7" 


19,1" 


8" 


27,3" 


8,2» 


»■ — 30,9" 


8« 


»;, — 33,5" 


,0 


38,2« 


5« 


42,7« 


0» 


Ö0,0«. 



Hierdurch erhalte ich die Curve Vlll(a) auf Blatt H. Diese 
Curve hat, wie die Figur zeigt, noch einen anderen Zweig, 
Über welchen später gesprochen werden wird. 

Aus den berechneten Werthen von &' und 6, ergiebt sich 
nun unmittelbar durch die Gleichung 

tt,=2{»- + i,) §6(7) 

die Richtung des letzten Currenelementes der Säule, während 
die CoordiHaten des Endpunktes noch besonders nach den 
Gleichungen §6(11) berechnet werden müssen'*). Dies liefert 
uns folgen<Ie zusammengehörige Werthe: 

*) Wir werden uns im. Folgenden mit weDiger genauen Resultaten 
begnügen können, doch zeigt das obige Verfahren die MSglichkeit und 
den Weg einer beliebig grossen Genauigkeit. 

**) Ein Beispiel für dieae Eechnnng folge hier nochl ZuvOrderet 
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39« 12' 
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70»36' 


8» 13' 


78« 10' 


8» 


83« 4' 
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5l = 1 ?^ — 

l l 

0,8904 0,4033 

0,7688 0,5603 

0,6618 0,6461 

0,5914 0,6931 

0,5428 0,7190 

r 90<>28' 0,4657 0,7527 

5« 95^24' 0,4093 0,7725 

100<> 0' 0,3490 0,7916. 

Liest man diese Zusammenstellung von unten aufwärts, so 
übersieht man sofort, dass mit wachsendem (negativem) Hori- 
zontalzuge Xi wächst, also die Säule gehoben wird, und y^ 
abnimmt, also die Säule sich der Yerticalstellung nähert. 
Beide Thatsachen stehen in üebereinstimmung mit theoreti- 
schen Resultaten des § 5, welche wir mit Yertauschung der 
Begriffe „positiv" und „negativ^* und dadurch bedingter Aen- 
derung des Wortlautes folgendermassen reproduciren können: 



innss log E' aus der Tab. I von Legendre entnommen und dazu der 
^Numerus aufgeschlagen werden^ sodann ist JS' {tpi) aus der Tab. IX zu 
berechnen. Das Weitere zeigt folgendes Schema (vgl. § 5, S. 45): 

{j = 6^ 9' = 14<>36'; tpi — 20^14'. Zsin-Ö«' = 9,4015 

logE' = 0,18918 Zcosqpi = 9,9723 

E'=« 1,5459 12 = 0,3010 



E' (yj ^ 0,3527 i (^^ gin f J == 9,6748 

Summe = 1,8986 X 2 l(ri cos gj = 0,2664 

= 3,7972 i tang f^ = 0,4084 

K^+nyi)-M503 ti = 14*22' 

Diff. = 1,8469 Z sin £t = 9,3946 

log = 0,2664 i r^ ^ o,2802 

= log(r, cos(2Si)) Z cos (ti + 2 4i) = 9,9595 

-l(—^==\ 0,2901 

Vyco8(2soy 



log ^ = 9,9496 ; x^ = 0,8904 1 
Hgat+2 6i) = 9, 6560 

log ^ = 9,6056 ; i/j = 0,4033 1, 



Saalgohütz, der belastete Stab. 
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1) (vergl. 8. 39), Bei einer Belastung der Säule, wdche 
kleiner ist als diejenige, welche die weiteste ÄiisbiegHMg her- 
vorbringt (& = ^ 56°5ä') wird der äusserste Punkt der- 
sclbett durch eine negative fforisontaUcraß gehoben, bei 



rtta- für den Beginn der Bewegung beunesen*). 
2) (verttl. S. 41). Durch eine negative Sorieonta^aß wird 
das .SViMfo«e»wfe stets der Verticalen genähert. 
Aussc^rdem erbetmt man noch, dass die Säule, welche in 
Folge der Belastung umgebogen ist («, = 100"), auch bei 
beginnendem Zuge es noch bleibt, und dass die ZurUckbiegung 
derselben, um mich so auszudrücken, nahezu bei |j ^ 7** d. i. ' 
H ■= 0,25 P b^innt. ~ Die Form der Säule in jedem ein- 
zelnen Falte ergiebt sich aus obigen Angaben fast von selbst, 
nur scheint eine Berechnung des Scheitelpunktes der um- 
gebogenen Säule, z.B. für |, = 5", nicht Qberüüssigj fiir |, ^ 
ist diese Stelle oben § 4 8. 34 durch ihre Coordiuaten be- 
stimmt worden. 

Aus der Bestimmung a = 90" folgt zunächst nach der 
Gleichung 

a = 2(fli + 1,) §6 («) 

der Werth von o für %^^ b^ ita ^ 40", daraus wegen der 
Gleichung 

sin #' sin 9 =' sin 0), § 6 (6) 

(p = 71''27' und hieraus mittelst der Gleichungen § 6 (8) und 
(9) in ähnlicher Rechnung wie früher bei x^ und y,: 
a;™ = 0,4236 ^j y^ = 0,5503 1. — 
Mit llUlfe der vorangehenden Zahlenresultate ist nun die 
Curve zwischen a;, und y, also die Bahn, welche der End- 
punkt der Säule beschreibt, wenn die letztere entweder aus 
der Endlage (stabilen Gleichgewichtslage) mittelst einer Hori- 

*) In der That wird sich später zeigen, daas für Werthe von 
& <^ 8 bis zu einer gewiesen unteren Grenze hinab dies Anheben nur 
hoi geringer Kraft, d. b. beim Beginn der Bewegung Statt bat und doea 
bei vergrOBsert.er Kraft das Sänleuende sich wieder senkt (sodass die 
Form der BiVule sich einer Schleife nähert und schliesslich zu einer 
solchen wird). ' 
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Bontalkrafl langsam emporgehoben oder in die Endlage hdm 
Vorhandensein einer solchen Horizontalkraffc hinabgesenkt wird, 
gezeichnet und gleichzeitig die (muthmassliche) Form der 
Säule für einige in Rechnung gezogene Werthe von g^ an- 
gedeutet worden (s. Fig. II auf Blatt I). üebrigens kommen 
wir auf die Form der Säule in weniger einfachen Fällen später 
noch zurück. 

Nachdem wir nunmehr einen Fall für %' <iS soweit voll- 
ständig behandelt haben, als es ohne Unterbrechung des Zu- 
sammenhanges geschehen konnte, wenden wir uns zu einem 
Falle von %'>0. 

§ 8. Parameter %^ = 60^. 

(Abweichendes Verhalten der beiden ^' bei dem Parameter Q- = 60** 
gegen dasjenige bei dem Parameter -9- = 60**. Die Curve 3^(|i , &jj) = 

und ihr Differentialquotient. Minimum von ^^; ö-jj nahe an -; Formel 

zu seiner genaueren Berechnimg; -^x- für denselben Fall. — ^(5i,^/) 

= ; qpj = 90** und >• 90**. Einfahrung von ip^ == jt — qpj . Umformung 
der Fundamentalgleichungen. Formel zur Berechnung eines grossen &'j, 

(Minimum von ip^,) Der Differentialquotient S-z-. — Die Goordinaten 

des Säulenendpunktes. Umformung ihrer Ausdrücke für q?i > ^ • ^u- 
sammenstellung der Resultate der Rechnung. Folgerungen.) 
Aus der Tabelle des § 4 (S. 34) entnehmen wir für 
den Werth %< = 60« folgende Angaben: Belastung P= 1,884 P^, 
Coordinaten des Säulenendes iCi = 0,123 Z, y^ = 0,803 Z, Winkel 
zwischen dem letzten Curvenelement und der Verticalen a^==^2%' 
= 120^ Da hier %< > ® also y^ < 0,806 1 § 4 (16) ist, so 
liegt es nahe, anzunehmen, dass das Säulenende, um von der 
labilen in die stabile Gleichgewichtslage zu gelangen, so zu 
sagen einen Umweg machen d. h. sich von der Verticalen zu- 
nächst immer weiter entfernen und schliesslich sich derselben 
wieder etwas nähern wird*). Daher ist es von vornherein nicht 



*) Diese Anschauung wird durch . die späteren Untersuchungen über 
die Curve, die der etwas aus der Verticalen entfernte Endpunkt der 
Säule bei langsam weichender Unterstützung) beschreibt (s. § 18), voll- 
kommen bestätigt. 

6* 



r 
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recht denkbar, wie eine der VerOcalen zugewandte Horieontal- 
kraß im Htande sein sollte, die Säule ans der Endlage (den 
genauutea Umweg vermeidend) wieder aufzurichten und der ur- 
91>rüng!ic!](;n L^e zuzuführen. Und, wie die DurchfOhrang des 
Problems i-.eigt, ist dies auch nicht der Fall. Gehen wir also 
in die Rechnung ein! 

Indem wir ganz so beginnen wie bei # = 50" (§ 7) finden 
wir: logK ^0,3338 und dann: 
für I, = 0° *>= »h=^ 

5" 9" 0' 56<»24' 

10» 17''34' 53"42' 

15" 24*57' 52''24' 

Schon hieraus sieht man, dass ^'i viel sicherer steigt als 
&'ir füllt, HO dass ein Zusammenäiessen der beiden #' wie bei 
S- ^ 50" fvergl. die Zusammenstellung S. 64} wenig wahr- 
scheinlich wird. Nehmen wir aber noch li =■ 20*, eo folgt 
#',^ 20" 13' und #'//== 54"18', also erreicht #'// in dieser 
Gegend ein Minimum und geht dann wieder zurück. Wir 
müsaen nun, um diesen Umstand schärfer ins Auge zu fassen, 
die beidfn S-' von einander in der Betrachtiing sondern und 
bleiben zimiichst bei 9'ii, Bestimmen wir also zuvörderst das 
sich offpüliiirende Minimum von d'//! Es war: 

d^^.V = d»'-^^- U, . . . §7(19) 

also muss fiir das Minimum von *' V verschwinden, und zwar 

war: 

r°= 1 — tg(2gJsinft'cosyi- — -; . §7(18) 

ycoa (2|,) 

daher i«t: 

für S, = 0, also *«-='» und 91, = 0: 7=1 . (1) 
also muss V mit wachsemdem |[ abnehmen, um den Werth 
zu erreichen. Dies steht auch mit dem Differentialquotieu- 
ten -j^ in Uebereinstimmung. Denn der Änfangswerth von 

r=tK»rr'=03£i+(K' + ^'(9'.))cos«»'-(E' + £'(9,)) §'(18) 
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ist: 

für 61 = 0: f7=Kcos^# — E. ... (2) 

Dieser Werth ist aber negativ, was man ohne Rechnung da- 
durch erkennen kann, dass man sich des Differentialquo- 
tienten 

dK _ E — Kcos'-ö- 

und gleichzeitig des Umstandes erinnert, dass K mit &• wächst, 
dass also ^^r positiv sein muss. Es ist also in der That an- 

fänglich -TZ- negativ, wie die obigen Zahlen es bestätigen, und 

kann, da XJ nicht verschwindet, sondern negativ bleibt und 
schliesslich den Werth — 1 erhält, nur sein Zeichen än- 
dern und zwar positiv werden, wenn V negativ wird. So 
lange also V positiv bleibt, ist das Minimum von d^u noch nicht 
erreicht. 

Jetzt ist für g^ = 15«: i&' = 52024'; q>^ = 19«4'. Dafiir 
folgt: F= 1 — 1,002 = •— 0,002; also ist das Minimum schon 
überschritten. Durch Rechnung mit einem etwas kleineren 
Werth von 1^ und Interpolation folgen die richtigen Werthe: 

gl = 14058,5'; ^' = 52^24'; 9)1 = 19^2'; F= 1 - 1 = 0. 

Wenn also Sj wächst, so nimmt von hier an auch %•' zu, und 
es fragt sich also: was wird %''n für H^ = <x> d. i. ä^ = 00 

oder It = 450? Für diesen Werth wird —_ = 00 also 

1/C08(2|J 

muss nach § 6 (4): K' + -f"(9>i) = ^^o werden. Diese Glei- 
chung wird erfüllt für %'' = 90^ und ein beliebiges q)^ (wäh- 
rend es kein q)^ giebt, welches für ein anderes %^' obigen Aus- 
druck unendlich werden lässt), und es lehrt nun die zweite 
Gleichung (4) § 6: sin-Ö*' ^imp^ = sing^, dass 9>i = Si = 45® 
werden muss. Wir haben also die zusammengehörigen Werthe: 

Si = 4 , 'ö'// = 2^ ; 9^1 = 4 > • • • . (3) 

und ergänzen demnach obige Tabelle in folgender Art. Es 
ist: 
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für gl — 0« 


»'fi — 60« 0' 9, — 0« 


5» 


56«24' 


6« 0' 


10» 


53« 42' 


12«57' 


15« 


52«24' 


19« 4' 


20« 


54« 18' 


24«55' 


25» 


60«24' 


29« 5' 


30» 


68«54' 


32«26' 


35« 


78«30' 


35«50' 


40» 


87«12' 


40« 4' 


45« 


90« Ö' 


45« 0'. 



Rücksichtlich der specielleren Ausführung dieser Tabelle muss 
noch einer Schwierigkeit Erwähnung geschehen, die bei grossen 
Werthen von li dem Rechner entgegentritt. Für d"' == 89^ ist 
nämlich K' =^ 5,4349 nach Tab. IX von Legendre und für 
^' = 89^54' ist logK' = 0,88858 (daselbst Tab. I), woraus 
K' = 7,7372, femer für d'' zwischen 89^ und 90^ und (p^ = 4b^ 
ist i^'(g)i) = 0,8813 bis 0,8814, daher für #' = 89^54' 

und 9i = 45^ K' + F' (^J = 8,6186. Wenn daher-— 1=. 

ycos(2fi) 

> 8,6186 ist, so reichen die Legendre'schen Tabellen nicht 
mehr zur genauen Bestimmung von d'' aus und wir müssen 
also die analytischen Formeln für diesen Fall anwenden. Die 
Bestimmung zwar von F' {(p^) macht keine Schwierigkeit, da 
(fi immer unterhalb 45® bleibt, also die Tabelle IX stets be- 
nutzt werden kann, doch lässt sich auch dafür näherungs- 
weise setzen: 

für d"' nahe an — : 



(Pi Vi 

r d^ r dg) 

J yi^~8m^ »' 8m^~^ ""J cosqp 




= log nat tang (^ + |i) 



. . (4) 



Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber nicht die Abhängig- 
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keit der Grösse K' von ■9'', wenn dieses nahe an ^ ist. In 
diesem Falle gilt aber die Gleichung*): 

7t 

K'=r-— ^^?-— 3 = lognat(~V)- • • (5) 



\^' nahe an — ), 
welche übrigens bereits einmal (Seite 40) angewandt wurde. 

*) Für diejenigen geehrten Leser , denen der Ursprung dieser For- 
mel nicht gegenwärtig sein sollte, möge hier noch die Ableitung der- 
selben folgen: 

Ich setze zunächst 

«-*' = f^. c) 

80 da 88 also ^ eine sehr kleine Grösse ist. Dann wird: 

n 

r==r _„i^ + g)j^ __-— (b) 

J >/(l + ^Y _ (1 - ^Y sin^ (p 



und nun wenden wir die von Landen herrührende Transformation au: 

tang (g? — '^) = P • tg i/>, (c) 

woraus : 

tangi^ (1 + P) 
1 — ßtang^i/; 
und weiter: 

(1 + P)nang> _ (l + P)^8inV 

^ "■ (1 -f P* tang» (1 + tang^T/,) l + j3^ tang^ 7/; ' ' ^^ 

cos qp (1 + (SHang» (1 + tang» ^^ 

<?y _ (l + P)(l + Ptang«i^)(^ 'iA , . 

cos^g? (1 — |3tang2i/>)2cos«i^' ' ^^^ 

somit: 

'^^^ 1 + P«tang> ^^^ 

Für g7 = ist auch i/> = und für 9 = — wird tg qp = 00, somit in letz- 
terem Falle: 

tang'V' = |/-==tangi/;i (i) 



tang^p^-^^AlT.i'/; (d) 



r 



Also gehen die Gleichungen § 6 (4) über in: 

1°8 "■" Uf) + l«g»"«"8(T + 1) - y=j~ ■ (6) 

sin*' sinqoj = sin |, (7) 

Multiiili(.ären wir beide Seiten der Oleichnng (6) mit dem 
Modulus des Brigg'schen Logarithmensystems Jlf^ 0,43429 
(dessen Logarithmus -= 9,63778} ao erhalten wir links Brigg- 
Bche Logarithmen. Femer ist log sin (89*') = 9,99993; wenn 
also &' ^ 89" wird, so folgt aus (7): 9, = |,, und somit er- 
halten wir zur Bestimmung von *' die Gleichung: 

log (*) = /^^ - log taug ^ + y 
oder endlich: 
- logcüsft' = --— - logtang (^ + |) — 0,60206. (8) 

Wenden wir diese. Gleichung nun beispielsweise zur Be- 
stimmung von &' für £, =44" an, so ist , := ■= 1 1,5435, 



J y{l + p»tang'tf.) (1 + P'tengV - (1 - «' sinV)' 
Die Kweitf KlEimmer dea NenDers nimmt aaa nach und nacli die Por- 

1 -|- p^ tang>— (1— ß)'smV = co8'v4-|ä'taagV(l— c<»a'*)+2|JBin'V 
= coB»,^ (1 + p'tangV + aptang'v) 
^.coa'V'Cl + ptangV)' (1) 

Set^t man ilieBea Werth in (k) ein, so wird: 



-A 



ii + e)dv, 



im) 



Soweit i^t der Aasdrack fSr K' noch immer ntreng richtig. Jetzt lassen 
wir aber Niüerungen eintreten. Der Werth von tting'ij> ist nach Glei- 
chung (i) höchstens -, somit ö'tang'^ höchstens — |!i vemaehlassigeo 

P 
wir nun dies Glied, wie anch das ß im Zähler gegen 1, so wird: 



^■-/5^-'«»»"^(i+f) 
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also grosser als die oben (S. 70) angegebene Grenze 8,6186, 
folglich '9''>89«, sogar >'> 89^54' und somit Gleichung (8) 
anzuwenden. Hierin wird: 

, ^^ = 5,01325; x + 4 = 67'; logtang(67«) = 0,37215, 

l/cos(2fi) ' '4^2 JööV/; ; 

also 

— log cos '»•' = 4,03904 

logcos'»-' = 5,96096 — 10, 

und daraus endlich: 

^' = 90« - 0^0' 18,8", 

Vi = I = 22». 

Nun folgt aber ans (a): 

also ist nach (i): 

tangV^i«cot(^ — yj, 

n , »' 
^i==4+Y» (P) 

oder wenn vorübergehend 

^' = l - « (q) 

gesetzt wird: 

^^ ** 2 2 ' 4 "'" 2 "~ ¥ "~ T' ^^^ 

folglich : 

tang [-) 

also weil f sehr klein ist [und nach (q)]: 

4 ^ 4 4 

tangf sin s cos '9' 

und somit endlich nach (n): 



**°« (t + ^) ■= t=^^ = ^T^-r ■= :;7f57 • •••(*) 



wie im Texte angegeben war. (Für «•'=»-- folgt hieraus natürlich 
K' s=a oo, wie es sein muss.) 



r 
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Aus dem eben gefuDdeiien Werthe von *' fOr |, = 44* lässt 
sich achon fast schliesaen, dass fär ^^ = 45", wofür *' =90* 
ist, T-r- = sein wird. Hier iat der Beweis dafflr: 

Es ist nach § 7 (19): 

^ = ^?i^ . L (Q) 

dj, coi», U W 

Nun ist |§ 7 (18)1: 

cosft' F^ t(js#' — cos#' tg(2|,) sin*' cos 9, - 



.8(24,)' 

also für I, ^ - und &■' = —, wenn wir fttr die Grössen von 
zweifelloser Bedeutung die Werthe setzen: 

C08 #' - K cos (45") - 



>8(2£,) v^b(2|,) 



».(*?5 



cos *' 



'f-T-i-V- ■ (10) 



Nun ist nach (6) d, §, wenn ich unter A eine endliche GrösM 
verstehe und log nat durch In bezeichne: 

=J= — ^ — ;.C0B»', .... (11) 






^^cos»' — 3^'t, cos*' ■ cos*' 



+ .3.4(^C0B*')*CO8»' — (i:,co8*')'cos»'. . (12) 
Hierin ist das erste Glied 0, die andern oo . 0, und zwar 
z. B. das letzte — es Bei 2* — wenn ich cos *' vorübergehend 
mit t bezeichne; 

/_(.((.()•_((*.!.()• 

3 

also: 

coa*' ■ (Z^cos*')" = 0, 
ebenso überhiiu|>t: 

co8*'(^eo8»')"' = 0] ,_„, .... (13) 
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wenn m eine beliebige Zahl bedeutet, und daber: 

Fcos^' = 0]^,^^ (14) 

Femer ist [§ 7 (18)]: 
U=i^q>, cosi, + cos»^' (K' + r{g>^) - (E' + E' (<p,)). 

Hierin ist für »' = ^: 9>i = Si; K' + i?"(9i) = ^ — Z^cos^'; 
ausserdem: 

E' (jpi) = A/l — sin^'9'' sin* 9) d(p = /cos 9 df g) = sin q)^ 



n n 



(15) 



o.' ^ 
^ =-5 



E' = /Vi "" sin^'^' sin*9) tZy =fcoBq)dg) = 1 



Demnach: 

fr= sing), + - (1 + sing),) = - l] ^, . (16) 

und daher endlich nach (9) d. §: 

^ = für 6i = I . . . . . . (17) 

Somit ist die Curve V für das zweite d'' ('&•//) ihrem 
ganzen Verlaufe nach besprochen, und wir kommen nunmehr 
zur Untersuchung der Curve ^dj,^/). 

Ein Theil der Werthe von -ö*/ ist bereits oben (S. 68) 
angegeben worden. Ich fuge zunächst noch zwei Werthe 
von d'^T und alle entsprechenden Werthe von g), hinzu und 
erhalte dadurch folgende üebersicht *Es ist: 

= K — ^*) = 0,5857 = 33^33' 



rar gj — u: 


■»■/ = U (pi 


^ 2 


5« 


9« 0' 


33«55' 


10« 


17«34' 


35« 8' 


15« 


24«57' 


37«51' 


20« 


29« 13' 


44«33' 


25« 


31« 3' 


55« 0' 


30« 


31«30' 


72«57'. 



*) Dies ist leicht zu beweisen. Von den beiden Gleichungen 
§ 6 (4) lässt die zweite: sinö*' singp^ == singj den Werth von q>^ un- 



• j 




Nehmen wir jetzt 1^ = 35", so folgt: , = 3,6881. Ein 

Blick auf imaere Tabelle I scheint aber zu beweiEen, dase es 
hierfür kein ■9'/ giebt, denn die Tabelle beginnt {bei 61 = 35") 
mit S ^ 3,4624 und nimmt dann in den Werthen von S ab. 
Wie aber, wenn qo, > 90'' werden könnt«? Setzen wir also 
zuerst: tp, = 90**, so folgt aus den zweiten nn&erer Fundamen- 
talgleichungen: 

sinfl'' ^ sinlj, 

»'-!„ 

die erste derselben wird aber: 
2K' = - 



(18) 



>B(2 4,) y,=M>' 

Aus dieser letzten lässt sich nun |[ = &' finden. 
Es muss nämlich sein: 

log(K'ycos(2 6,)) = log(f) = 0,0328 
und diese Gleichung wird nahezu erfilllt für 
I, =*' = 33« 24'. 

Nehme ich nun an, qBj sei > -x- und setze ich: 

Vi =«-1/-,, (19) 

so habe ich zuerst die elliptischen Integrale unter dieser Vor- 
aussetzung umzuformen. Ich theile 



/'»/+/-/+/-/ 



Das erste dieser drei Integrale hat den Werth K' resp. E', 
im zweiten setze man <p (d. h. die IntegrationsTariabele) = 
ff — ^', so bleibt der Sinus ungeändert und die Grenzen werden 
für i'i ~ und 0, müssen aber vertauscht werden, da d^ = 

beHtimml und die erste nimmt für 9' = die Form an: Cdif -\-fdtp d- E 
d, i. — + (p, i= K, also ip, ^ K — — wie oben angegeben ist. 
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— diff ist, folglich ist das zweite Integral ebenfalls K' resp. 
E'; im dritten setze man ebenfalls 9) = ar — ^, dann wird, 
wenn g) = jc — ^^ ist, ^ = ^j, und wenn (p = x ist, ^ = 0; 
auch sind die Grenzen wiederum umzukehren, daher wird das 



7t 



Vi 



dritte Integral J* = J* ^' ^' also -F"(^i) ^®sp. E'^f^), also 
haben wir die Substitutionsgleichungen: 



n 



■ . . (20) 



= « - ^1 E'(ip,) =2E'-E' (Vi)J 
Daher gehen unsere Fundamentalgleichungen Qber in folgende: 

= « — Vi 
Setzen wir jetzt |, = 35", so wird 



3K'— iJ-'C^-i)-»- 

sin '&' sin ^^ = sin 1^ 

K 



. . . . (21) 



, = -= 3,6881. 

y cos (21.) 

Der Werth «^' = 35» liefert ^i = 90», also 3K'— jF'(Vi) 
= 2 K', d, i. == 3,4625, also zu klein. Nimmt man «•' = 36», 
80 erhält man Vi = 77» 24' und 3 K' — F'{i>i) = 3,7537, d.i. 
schon zu gross. Es sei nun 9' = 35» 36' = 35,6» und gleich- 
zeitig Vi *= 80» 11'. Nun ist nach der Legen dre'schen Ta- 
belle IX: 

Fi»', Vi) 



A 



80» 
81» 



^' = 35» 36» DifF. 



1,5187 1,5263 76 
1,5399 1,5478 78 



35,6» Diffi 



1,5233 
1,5446 
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F(35,6», 80» 11') = 1,5272. 



also: 

Ferner 
logK' (tab. I) = 0,23989 K' = 1,73736 

i?"(V-i) = 1,5272 



X 3 = 5,2121 
neg. = — 1,5272 



Dieser Werth ist etwas zuklei^. — 
man jedoch in ganz gleicher Art: 

3 K' — i;"(Vi) = 3,7042, 



3,6849 
Für «^' = 35'' 42' erhält 



r 
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welches Resultat merklich zu gross ist, so dass das frühere 
als richtig gelten mf^. 

Ib gleicher Art erhält man: 

für 6i ■=40" *; = 55« 45' ^, = 51« 4' 

44" 86" IS* 44" r*). 

Für derartig grosse Werthe von |j kann man bereits zur Be- 
stimmung von #' den Nabemngswerth [(5) d, §]: 

K'-lognat{3;ij,) 
anwenden und verfährt dabei am besten in folgender Art: Da 
^1 für #' = -g den Werth |i annimmt, so setze man zuerst 
i^j ^ Ij, bestimme aus der Gleichung: 

einen Nalierungs werth von *', dann aus der Gleichung: 

sin d-' ain (d, = sin 1^ 
einen genaueren Werth von Vi ond ebenfalls durch nochma- 
lige Anwendung der Gleichung (22) den wahren (oder sehr 
nahe richtigen) Werth von *'. Ist ■&' > 89", so kommt man 
wie oben [vgl. (8)] mit äner Rechnung aus, indem dann i>i 
= gl bleibt. In unaerm Falle giebt diese Rechnung die Re- 
sultate f, = 44" 7', 9' zwischen 86" 19' und 20", also fast so 
genau, wie die strengere Rechnung. — Für ^ = 45" geben 

*) Her obige Werth von ^, Boheint anf ein Minimum dieses Win- 
kels hi D/u deuten : nw dieBen Punkt festsnstellen, habe ich noch die be- 
D!Lcbba.rtr>ii Werthe von £, behandelt nnd gefunden: 

für S, = 40" ' »'i = 65" 46' ifi, = 61*' 4' 
41" 64" 44' 4e"30' 

42" 69" 68' 46° 25' 

43" 78" 21' 44" 9' 

43" so' 82" 27' 43" 59' 

44" 86" 19' 44" 7' 



Ea ist B,\m in der That ein aolcbes Minimam vorhanden und ea soll 
dasselbe anoli bei Beaprecbung des DtfFerentialquutienten -^ theoretiBch 
begründet werden. 
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die Gleichungen (21) [oder (22)] d. § wiederum ähnlich wie 
für d'jj die Werthe: d-j = 90«; ^^ = 45«. 

Zur näheren Gharakterisirung der Curve W(^i,d'j) ist 

nunmehr die Besprechung des DiflFerentialquotienten ^ erfor- 
derlich. Derselbe ist nach (19) des § 7: 

d&'' cos *' V 



(23) 



worin [§ 7 (18)]: 

ü=tg<p, cos I, + ^^ - (W + ^'(y,))- . (24) 

l/cos(2|i) ^ ^ 

F=l-tg(2|0 8in#'cos()P,-=%= . . . (25) 

ycos (2 gl) 

Wir wenden uns zuerst zur Function U. Für li = ist 
^; = 0, 9)1 = K - y (= 33« 33' s. oben) und E' + E' (9J 

= Y + 9>i» daher U = tg(pi + K— (|- + yj = tg^^, also 

positiv. Von da an wächst U und wird bei (p^ = 90« unend- 
lich, gleichzeitig wird aber der Factor von U: cos cp^=0 und 
das Product ist an dieser Stelle: cos l^, also ein endlicher 

positiver Werth. Wenn (p^ über ^ wächst, so springt U zu- 
nächst zu — 00, aber auch cos (p^ wechselt das Zeichen und 
das Product bleibt positiv und endlich. Von hier an kann 
man auch schreiben: 

Cr=-tg^iCos6i+cos«'^'(3K'-F'(^i))~(3E— i;'(^i)).(26) 

und schliesslich wird für L = 45«: d'' = —: ^i=-r und dem- 
nach den Gleichungen (14) und (15) d. § gemäss: 

ü-=— 3; ZJcos 9), = +51^=2,1213] «...(27) 

JA' 

Daher wird U niemals und -yj:^ niemals cx). 

Gehen wir nun zu V über! Für g^ = ist F= 1, dann 
wird es kleiner und nimmt folgenden Verlauf: 

g^=0« V=l 

5« • 0,9503 

10« 0,8001 



I, _15« F— 0,B545 

20° 0,2782 

26" 0,0642 

80» 0,1906 

36» 2,006 

40" 16,12 

44" 238 

46" oo- 

Die Werüie zwischen 25" und 30" bezeichnen nicht nur ein 
Minirnnm von V, sondern sie lassen auch der Annahme Raum, 
dass V dazwischen z4ei Mal durch Null durchgehen, also sein 
Zeichen andern hSnnte, wodurch ein Maximum und ein Mini- 
mum von fr' angezeigt würde. Berechnen wir also V innei> 
halb dieser Grenzen, so erhalt«n wir: 



25" 


»' 


-31" 3' 


V. 


- 0,0542 


26" 




31» 9' 




0,0339 


27" 




31» 12' 




0,0339 


28» 




31" 15' 




0,0561 


29» 




31" 21' 




0,1061 


30» 




31" 30' 




0,1905. 



Man sieht also, dasB V atets positiv bleibt, obgleich es nahe 
zur Null herabgeht, wie denn auch &' an dieser Stelle sich kaum 
merklich ändert; mir werden indess bei attderen Werfben von 9 
wirklich ein Maximum tmd ein Minimum von d'' in dieser Gegend 
finden. — Von da an wächst V und wird schlieaslicb unendlich, 
indeas wird cos*'. V schliesslich = 0, ebenso wie bei ■öy,. Es 
nimmt daher #) von an continuirlich (an einer Stelle sehr' 
langsam) zn und nähert sich schliesslich tangirend dem Grenz- 
werthe 90* für |, = 45''*). — Nach den hier angegebenen 



*) Ea bleibt nan noch daa oben erwähnte Miuimnin i 
beaprechen. Eh ist nach g 7 (3): 

d. i. mit Benuteiing der Gleichung § 7 (3): 
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Werthen von %'' ist die Curve VIII f auf Tafel II gezeichnet 
worden; dieselbe besteht aus zwei Aesten, welche (abweichend 
von der Curve VIII a) über einander hinlaufen und sich 
schliesslich tangirend vereinigen. 

Wir kommen nunmehr zur Bestimmung der Coordinaten 
des Endpunktes der Säule x^ und y^. Die Berechnung der- 
selben geschieht im Ganzen ebenso wie bei %' = 50^, nur ist 



dqPi 



- = tg qpi ^cot Si — cot-^'^j 



, / . „ cot'9''. cos<9''.F\ 

° ^^ \ ^^ cos w. . U I 

oder auch mit ep^ = w — '^j : 

di^i . / 4. t cot-^' • cos '9'' • V 



(a) 



^ . / . c cot -O" • cos '9' • F\ 
|^ = tgi/,,(cotg,-- ^^^^^^ ) . 



(b) 



dl. 
Die Rechnung giebt nun folgende Werthe: 

für gl =» 430 -^ = —0,60 '^^ = 440 9' 

43^30' —0,02 43<^59' 

44^ +0,56 44<> 7' 

die also unter einander vollkommen übereinstimmen. Auffallend bleibt 
aber der verhältnissmässig grosse Werth des zweiten Gliedes in der 
Klammer, welches für %^ =45^ Null werden soll (wie oben im Text 
kurz vorher angegeben ist). Dieser Werth ist nämlich: 

1,702 für li = 43°, cot %^ = 1,072 
1,074 43° 30' 1,064 

0,466 44° 1,035 

Um den Uebergang dieses Werthes zu Null verfolgen zu können, habe ich 
noch einige Werthe berechnet, deren Mittheilung nicht ganz ohne In- 
teresse sein dürfte. 
Es ist für: 

li=43° Cr=— 2,83; log (?7cos9i) = 0,3077; F=83; F.cosd'= 16,77 

43030' —2,92 0,3220 129 17,004 

44° —2,98 0,3297 238 15,348 

44° 30' (—2,98) (0,3282) 667 8,666 

44050' (—2,99) (0,3271) 3446 0,831 

44° 59' (—3,00)* (0,3266)* 108900 0,000 

45° —3 0,3266 OO 0. 

(Für li == 44° 59' ist log(F— 1) =-= 5,0372«; log cos-^' == — 13,1002 
= 6,8998 — 20.) 

* Die eingeklammerten Zahlen sind nicht direct berechnet, sondern 
durch Interpolation bestimmt worden. 

Saalschütz, der belastete Stab. 6 
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fßr qjj > 90" und zwar g>i ^ n — ^(f, statt der SubatitutioDeD 

§ 6 (10) zu setzen: 

rj sin §, ^ — 2 sin &' cos i(j, 1 / \ 

r, cos £, = 2 (3 B' - £' {^,)) - (3 K' - J" (tf-,)) ) ' ^^^^ 

während a;, und y, die Werthe beibehalten 

»(S, + 2t,), 

(29) 



Dann ist noch diirauf aufmerksam zu machen, dass die Grös- 
sen r, sin ti und i\ cos ^ versebiedentliche Zeichen haben 
können; und zwar iat zn nehmen: 

fRr f , sin l^ pos. j -. - ^ - 4. r» j * 

V r, positiT, gl im ersten Quadranten, 

r, cos 5, pos. ) 

t'i sin ^. pos. 1 

[ r, positiv, Si im zweiten Quadranten, 
J-, cos.S, neg. I 

)■. sin L nes. 1 . - . . ^ , 

} r^ negatiT, gj im zweiten Quadranten, 

«', cos t| poa. J 

' ' \ r. negativ, t im ersten Quadranten; 

j-, coa£, lieg.) 

selbstverständlich ist hiemach bei den Factoren von a;, und 
y^: r,, sin (£1 + 2 |,), coa (^ + 2 Ij) das richtige Zeichen zu 
nehmen. 

Für &' sehr nahe an — ist, wie schon angegeben: 
E' = 1, E' ((p) = sin 9), I 

K' _ ! nat (^ J J , F (y) - 1 Mt tg (| + |) j ' '^' 

Endhch zur Bestimmung von x^ und y, fttr li = -7- losen wir 
die Ausdrücke g 6 (11) oder (29) d. § für diese Grössen auf 
und schreiben: 

l^ = ^^^^jcosf2g,)[2(E'+£'(9',)) - (K'+ J"(v,))] 

— sin (2 g,) . 2 sin ¥ cos ^»i l 
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f = l^^pÄ){cos(2|0 . 2 sin^' cos9>, 

+ sin (2 I,) [2 (E' + E' {q>,)) - (K' + V {q>,))\\ 

Nun ist V'cos (2 gj (K' + JP'(9>i)) = K [§ 6 (4)] und >^cos(2g,) 
mit endlichen Factoren multiplicirt Null; also folgt: 

für li = ^ d. i. Ä = oo: a^i = 1 

und somit erhalten wir folgende Werthe: 

1) Von der stabilen Gleichgewichtslage aus: 

(zweites ^') 



l, = o 


«1 = 120» /- 


— 0,123 "^ 


= 0,803 


50 


122» 48' 


0,1088 


0,7942 


10» 


127» 24' 


0,0601 


0,7746 


15« 


134» 48' 


0,0160 


0,7554 


20» 


148» 36' 


-0,0981 


0,6976 


25'> 


170» 48' 


0,2638 


0,5644 


30» 


197» 48' 


-0,4002 


0,3396 


35» 


227» 0' 


-0,4430 


0,0425 


40» 


254» 24' 


-0,3539 


—0,3062 


44» 


267» 59,5' 


-0,1492 


-0,7020 


45» 


270» 





-1. 



2) Von der labilen Gleichgewichtslage aus: 

(erstes %•') 



ll 


-0» 


«1= 0» 


l 


= 1 


Vi 
l 


= 




5» 


28» 0' 


V 


0,9450 


w 


0,2880 




10» 


55» 8' 




0,8153 




0,5342 




15« 


79» 54' 




0,5980 




0,6772 




20» 


98» 26' 




0,4407 




0,7325 




25» 


112» 6' 




0,3294 




0,7347 




30» 


123» 0' 




0,2849 




0,6965 



6' 




g, = 35" a^ = 141" 12' ^ = 0,2649 ^ = 0,5685 

40" 191"30' 0,2241 0,0981 

440 260" 38' 0,1033 —0,6010 

45" 270» —1. 

Aus dieser Zusammenstellung ergeben sich nun folgende 
Schlüsse: 

1) Die Säule kann durch Anwendung einer horizontal 
wirkenJeii Kraft weder aus der labilen in die stabile Gleich- 
gewichtslage herübergeführt, noch aus jener in diese zurflek- 
gehoben werden. (Vgl. den Anfang d. §,) 

2) Befindet sich die Säule in der stabilen Gleichgewichts- 
lage und wird ihr Endpunkt durch eine stets verstärkte Ho- 
rizontalkraft der Verticalen genähert, so wird er dadurch 
gleichzeitig tiefer binabgezogen, und zwar bis unter das Ni- 
veau des Fusspunktes der Säule, während das letzte Curven- 
element allmälig der Verticalen parallel gemacht und dann 
noch weiter umgebogen wird. Wird die Kraft noch weiter 
vermehrt, so nähert sich das Säulenende von unten her wieder 
der durch den Fasspunkt gezogenen Horizontalen, so dass die 
Cnrve in solchem Zustande zwei verticale Stellen — im An- 
fangafujukte und der grössten positiven Abacisse entsprechend 
— und eine horizontale Stelle — der grössten positiven Or- 
dinate entsprechend — besitzt. Somit nähert sich die Säule 
einer vollkommen horizontal gestreckten Grenzlage. 

3) Wird die Säule aus der labilen (verticalen) Gleichge- 
wichtslage ein wenig herausgebracht, so kann sie durch eine 
Horizontalkraft in der neuen Lage erhalten werden, und zwar 
läast eich bei gleichzeitiger Vermehrung dieser Horizontalkrait 
die Abweichung von der Verticalen bis au einem gewissen 
Punkte steta vergrossern*). Von da an (in unserem Beispiel 

*) Würde innerhalb dieser Strecke die Eorizontalkraft ibrereeits 
Btlirker werden, bo ist anzimehmen, dasa der Endpunkt der Säule auf 
nicht iiilh^r definirbarem Wege, indem dabei dynamische Yerhältnisee 
znr Wirkiitig kÄmen, über die Verticale hinweg, ohne aich indeas aaf- 
Burichten, liinübergelangen, und daaa sie aich dann wie unter dem Ein- 
diias einer positiven Horizontalkraft, nur nach der andern Seite hin, be- 
wegen und biegen wörde. 
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für li = 25®) hat die Vergrosserung der Kraft ein Zurück- 
ziehen und Senken des Säulenendes zur Folge, wobei schliess- 
lich unter voraussichtlicher Bildung einer Schleife die Säule 
sich von oben her der horizontalen Grenzlage nähert. (Siehe 
Fig. VII auf Tafel L) 

Um. uns nun über die Form der Säule in den einzelnen 
Stadien ihrer Ueberführung aus der Anfangs- in die Endlage 
Gewissheit zu verschaffen, müssen wir den Differentialquotien- 

ten ^ näher ins Auge fassen. Da sich diese Untersuchung 

jedoch nicht auf 0* == 60® beschränkt, möge dies den Gegen- 
stand eines besonderen Paragraphen bilden. 



§ 9. Die Form der Säule. 

(Gleichungen für die veränderlichen Winkel q>, od und a. Die drei Fälle 

qpi <!-^> -^<^9>i<^^^ 9i>»' -^d 1^); 3-^ 2); Wendepunkt, zweite und 

dritte Verticalstelle der Curve, Schleifenbildung. Eigenschaft des Curven- 
stückes von der zweiten Verticalstelle an. Ad 3). — Berechnung der 
Coordinaten der gefundenen bemerkenswerthen Punkte [Wendepunkt, 
Kreuzungspunkt, Horizontal- und Verticalstellen , Schnittpunkte mit der 
Verticalen und Horizontalen]. Symmetrie der Curve gegen den Wende- 
punkt. Grenzlage des letzteren und der Kreuzungsstelle. Zahlenbeispiele.) 

Die Form der unter Einwirkung einer Belastung und 
einer negativen Horizontalkraft befindlichen Säule hängt we- 
sentlich von der Grösse des Winkels gj^ ab. Die betreffenden 
Gleichungen sind nämlich: 

sin o = sin O"' sin 9? § 6 (5) 

sin li = sin -ö*' sin 9?! § 6 (4) 

a = 2 (co + gl) § 6 (6) 

«1 = 2 (^' + li) § 6 (7) 

9o = — 9i § 6 (2) 

worin « die Richtung eines beliebigen, a^ des letzten Bogen- 
elementes gegen die Verticale bedeutet. Während die Bogen- 

länge von bis l wächst, geht ^> von 9?q bis —^ also von 
— op. über bis — • (Für a; = ist nämlich 9? = 9)^ § 3 
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Gleichung (7a), filr a: = a;, ist 9 = -y- daselbst vor Glei- 
chiin<ren (17).) Es ist nun zu unterscheiden: 

1) ip^ <-ä") 2) g>, zwischen -^ und it, 3) ^j > jt. 

Ad 1). £a sei 9)j < -0- - ^^^^ findet z. B. statt bei bei- 
den #' filr fr = 50" und beim zweiten »' für # = 60". 

Für q> ^ —q>i ist: sin to = — 3in*'8iB9'i = — sing, 



Für <p — ist: 


sio la — 




»1-0 




«-2i,. 


Für T — <p, ist: 


siu ra = sin*' sin 9, == sing^ 




» = i, 




«-■!«,. 


Für y — V ■«': 


sin = sin *' 



Her Winkel o und mit ihm der Winkel a wachsen also be- 
standig, letzterer von bis 2 #' + 2 |, 
1^ = «ij dessen Werth unter 90" liegen, 

I aber auch im Grenzfalle 270" erreichen 

' kann. Die Äse der Säule nimmt also 

die Form einer Curve ohne Wendepunkt 
an, welche vertical beginnt, aber sich 
unter Umständen um 90 " (horizontale 
Stelle) und selbst am 180" (verticale 
Stelle) wenden kann. (Vgl. Fig. 4.) 

Ad 2). Es sei nunmehr "Vi > "S" *'^^'' 
< n. Dies findet z. B. beim ersten &' 
' TiB.4. für * = 60" statt. 

Wir setzen nun, wie oben; 

ip^ = n — ^j. 
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Den Verlauf des veränderliclien Winkels g) übersieht man 
dann leicht mit Hülfe der Figur 5. In ihr ist sein fester 



pe*- JE 




II 
II 
II 
II 
II 
•I 
II 
•I 
II 
II 
II 
II 
II 
II 
II 
II 
II 




Fig. 6. 



Fig. 5. 

Schenkel 00, während der bewegliche von 
CA über GB, CO, CD streifend endlich 
nach CE gelangt. Die Figuren 6 und 7 
veranschaulichen gleichzeitig die Form der 
Säulenaxe. — Zunächst ist für 9? = — y^: 

sin o = — sin ^' sin (p^ 

= — sin ^' sin f^ = —sin S^, 

= 0. Punkt Ä der Figuren 6 

und 7. 







n 



Fig. 7. 



Ferner ist für g? = — — 
Sin o = — sin O*', 

a = 2 li — 2 O-'. Punkt W der Figuren 6 und 7. 

(S. später.) 
Für 9? = —^1 ist: 

sin o = — sin %•' sin ^1 = — sin |,, 

o = — Si, 

« = 0. Punkt G der Figuren 6 und 7, 



r 



— 88 — 8 9. 

Der Werth tou (O nimmt also, während <p von « — i/r, bis — ^^ 
wächst, von S[ bis ^&' ab uiicl dann wieder bis — %^ zu, er 
liegt also in diesem Intervall zwischen — g, und — fr', folg- 
lich liegen die bezüglichen Werthe von « zwischen und 
2 gl — 2 %■', sind daher stete negativ mit dem Minimum 2 |, 
— 2 *', welches daher einen Wend&pwiikt W der Curve be- 
zeichnet. Von hier an ist der Verlauf von a derselbe wie im 
ersten Falle, d. h. a wachst continuirlich bis 2 #' + 2 |,, 
wobei unter Umständen die Bildung einer Schleife erfolgen 
kann. Der allgemeine Verlauf der Curve läast sich nunmehr 
aus den Figuren 6 und 7 entnehmen: 

Die Curve steigt in Ä vertical an, wendet sich nach 
links, erreicht in W einen Wendepunkt und wird in C wieder 
der Verticalen parallel; dann durehscbneidet sie dieselbe (Fig. 6) 
in zwei Punkten I> und E, durchkreuzt sich seibat in F und 
senkt sicli bis zum Endpunkt G. ~- Die Punkte B, E und F 
brauchen nicht immer vorhanden zu sein; so fehlen in Fig. 7 
die Punkte D und E, auch sind in dieser Figur noch die 
höchste Stelle der Curve und die dritte Verticalstelle derselben 
mit H und J bezeichnet. 

An diesem Punkte unserer Betrachtungen angelangt, sind 
wir im Stande, eine merkwürdige, aber vielleicht nicht uner- 
wartete Eigenschaft der Curve, welche die Axe der Säule an- 
nimmt, zu beweisen, nämlich: 

Das Stück der Curve von der zweiten Verticalstelle (C) an 
hat genau dieselbe Form, als ob die Säule in diesem Punkte aus 
dem Soden vertical herausträte, während an ihrem freien Ende 
dieselben Kräße wirksam bleiben, welche jetzt daran mrken. 

Beweis. Für die ganze Säule AG (Fig. 6) gelten be- 
kanntlich mit ipi ^ n — Vi die Gleichungen: 



al = K ■ § 4 (3) 

sin 0' sin (!■, = sin £, 
3 K' — F'(i>i) 



§ 8 (21) 



(1) 



)/cOB(2|,)J 

Fiir die Strecke CG bleiben nun ungeändert die Grössen a, 
F und Hl, also auch g„ die anderen Grössen ändern sich und 
sollen mit den bisherigen Buchstaben, doch oberhalb mit einem 
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horizontalen Strich versehen, bezeichnet werden. Daher lauten 
die obigen Gleichungen für die Strecke CG (die letzten in 
der ursprunglichen Form der Gleichungen (4) des § 6): 

a.T= K 

sin %•' sin (p^ = sin S^ 



(2) 



l/cos(2|,) 
Jetzt war allgemein: 

as = ycos (2 1,) (F'{,p) + F'CVi)) ... § 6 (12) 

Wenden wir diese Gleichung auf den Punkt (7 der CurveJ.6r 
an, so haben wir in ihr zu setzen: — ^^ statt g) (s. oben) 
und Ä — ^1 statt 9?^. Daraus folgt: 

a.ÄC = Vcos (2 SO (- JP'(V'i) + 2 K' - F' (^1)) 
= )/cos(2y(2K'-2i^'(^0) 
und demnach: 

aj= a.CG = a? - a.^(7= K-ycos(2y (2K'-2F'(^i)) 
oder durch Einsetzung des Werthes von K aus (1) d. §: 

a.l = Vcos (2 SO (K' + F'(^i)), 
folglich nach (2) d. §: 

Vergleicht man erstens diese Gleichung mit der letzten der 
Gleichungen (2) und zweitens die mittleren Gleichungen von 
(1) und (2) mit einander, so folgen aus der Identität der an- 
deren Seiten der betreffenden Gleichungen diese beiden: 

, ^ = r + F(^) = K' + F'(^i)l ,A^ 

Vcos (2 gl) ^ ^^^^ ' ^^^M . . (4) 

sin li = sin ^' Bm<p^ = sin •d*' sin ^^ . ) 

Aus diesen Gleichungen, welche genau die Form der Funda- 
mentalgleichungen § 6 (4) haben, ergiebt sich nun die Iden- 

tiföt von d-' mit %•' und von q)^ mit V^^. 

Nun durchläuft der Winkel 9 für das Stück C6r, dieses 
selbststandig gedacht, continuirlich die Strecke von —(pi bis 




i 



r 
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^ d. h. vou —^1 bis -^ und denselben Weg auch für CG als 
Stück von ÄG (da für den Punkt C <p ^ — iii ist). Da nun 
auch #' =^ ^' lind |i dasselbe ist, so nimmt aucb der Winkel 
m (mittelst der Gleichui^ siu a) ■— sin #' siu 9) bestimmt: a. den 
Anfang d. §) und daher auch der Winkel a (mittelst der Gl. 
ff = 2 (to -|- li ) bestimmt: s. das.) in beiden Fällen continuir- 
lich dieselben Wertbe an, und somit bleibt die Form des 
CurvBiistückea unter beiderlei Vorauasetaungen in der Tbat 
genau dieselbe, ffie behauptet wurde. 

Ad 3). Endlich sei g)^ > «. Dieser Fall tritt nur bei 
sehr grosser Belastung ein (s, später ■6' ^88") und gleich- 
zeitig ist dann auch li negativ = — |. Setzen wir nun: ^j 
= ir-\-f^, so ergeben sich, wie leicht zu übersehen, folgende 
besondere Werthe für co und a: 
Für c 



-fpl 


i.t«.-S Ul 


id « — 




-IT 







-21 




_(»- 


-♦.) 


-1 


-41 




— J 




-»' 


-2»'- 


-21 (Wende 


— •P-J 




-1 


-41 


punkt) 










-2t 




t-1 




i 








^ »' 2 *' — 2 1 = Kl . 

Der Verlauf der Curve ist somit im Ganzen ähnlich wie im 
vorangeliendeu Falle, nur ist «j stets kleiner als 180", weil 
&■' — § immer ein spitzer Winkel ist 0a a, ist sogar, wie sieh 
zeigen wird, Icleiner als 90*), so dass alBO die dritte Vertical- 
stelle der Curve nicht Torhanden ist. 

Wir wollen für die bisher besprochenen hesondem PuiAk 
der Curve die Coordinaten x und y bestimmen. 

Ad 1). liier sind besondere Punkte (s. Fig. 4) B mit a 
= 90", C mit « = 180», und dann etwa noch a; ■= (Schnitt- 
punkt mit der Horizontalen D) und y ^ (Schnittpunkt mit 
der Verlängerung der Yerticalen E). 

Für ß = 90" ist 0) + li = 45», ro = 45" — g^, sin <p 
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= -r-x, , wodurch sich w und mit seiner Hülfe auch x und y 

berechnen lassen {s. § 6 GH. (8) und (9)]. 

Desgleichen ist für a=180<^: o + li = 90^, o = 90— gj, 

COB £ 

sin 9> <= . ', , und somit wieder x und y zu berechnen möglich. 
Für a; = muss [s. § 6 GIL (9)]: 

cosa + 210 = 0, e = |— 2|i 

sein; wodurch g zu bestimmen ist. Dividirt man nun die 
Gleichungen (8) des § 6 durch einander, so erhält man: 

2 sin %•* (C08 qp, — cos qp) 



2 (E' (9) + E- (<pi)) - ( J" (9) + F' (9,)) 



= tg6. . (5) 



Hieraus lässt sich (p berechnen und zwar am besten mittelst 
folgender Gleichung, wenn ich die bekannten Grössen 



2 sin ^' cot g mit Ä\ 

it Bf ■ • (^^ 



2 E' (9?i) — jP' (^i) — 2 sin d"' cot g cos 9>i mit 

bezeichne: 

2E\ip)-'F\(p) + Äco8(p + B = 0. . . (7) 

Ist hierdurch q) bestimmt, so ergiebt sich r aus der Gleichung: 

2 sin ^' (cos 9?i — cos 9>) = r sin g . . . § 6 (8) 
und es folgt endlich: 



y^rY^^ (8) 

Soll hingegen ^ = sein, so ist 

also wiederum bekannt; dann lässt sich (p aus einer Gleichung 
finden, die mit (7) der Form nach vollständig übereinstimmt; 
ebenso folgt r aus (p und es ist endlich: 

^ ^ = _^]^ö||S (9) 

In angegebener Art habe ich die betreffenden Coordinaten für 
» = 60», li == 40» (»II «= 87» 12', 9), = 40» 4') berechnet*) 



*) Da in diesem Falle die Punkte C und D nahe zusammenfallen, 



i 



(10) 



uud sind dieselbeu (mit Bezug auf Fig. 4 Seite 86): 

fi!rj[?=0 1 = 

B 0,0678 0,0698 

G - 0,0119 0,2072 

E — 0,2589 

F — 0^539 — 0,3062. 
Ad 2). Zu deo eben besprochenen bemerkenawerthen 
Punkten treten hier noch binzu: der Wendepunkt W"(s, Fig. 6), 
die zweite Verticalstelle C und der Kreuzungspunkt F. — Da 
in dioaem Falle Vi > ^ = 5i — i'i ist, so nehmen die GH. 
g 6 (S) hier die Form an [a. § 8 (20)]: 
*-Bing = — 2ain*'(co8i(fj + eoag)), 

X und y bleiben in der Form UQgeändert 

Für den Wendepunkt ist y ^ — — , also; 

cos^ = o, r(<p) = — r(^) — K'; 

E-W--r(|)--E', 
also nehmen die GH. (10) die Form an: 

/• sin £ ^ — 2sin &' cos (ff, = C\ 

>-cost = 2(E'-E'(i,,))-(K--r{tt))=I>\' 

indem ich die Benennungen C und D zur kürzeren Bezeich- 
nung der rechten Seiten einführe. Die Coordinaten selbst er- 
geben sich hierdurch auf bekannte Art, nämlich: 

und zwar C {aüders als in Fig. 4 wigenoiniiien) etwas tiefer als D — , 
so h»bc ich letzteren nicht noch besonders behandelt. — Die Gleichnng 
(7) für den Punkt E lautet: 

•2li' (,f) — F' (q>) — (Anülog. 9,5168) ■ eoetp + 0,8623 = 0. 
sie ergiebt ip Hehr nahe an 84° ond mit £ — 100": logr = 0,1271, wo- 
raus mit loa — ^ 0,7140 das im Text angegebene x folgt. 



,(11) 
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? == r V^M 8in(e + 24.) = f tg a + 210. 



.(12) 



Für die zweite Vertkalstelle ist 9? = — ^j, also: 

daher werden die GH. (10) jetzt: 

r sin g = — 48in^' cos ^^ =^ E \ 

r cos g = 4 (E' - i?' (^J) - 2 (K' - i^' (^j) = F.\ *^^^^ 

Vergleicht man jetzt E und J?' mit C und 2), so sieht man 
sofort: E=2C, F=2D, folglich ist der Winkel g, den die 
Gll. (11) liefern, identisch mit dem aus den Gll. (13) sich er- 
gebenden, während das r aus den letzteren doppelt so gross ist, 
als das r aus den ersteren. Folglich sind die Goordinaten der 
zweiten VerticalstelU doppelt so gross als di^enigen des Wende- 
punktes, 

Diese merkwürdige Beziehung führt darauf die zwischen 
A und W liegenden Punkte mit denjenigen zwischen W und 
C zu vergleichen. Nehmen wir also für 9? zwei Werthe an, 

die zu verschiedenen Seiten von — (Wendepunkt) .liegen 

und davon gleich weit entfernt sind, also 9> = — ^ und 9? 
= — (jr — ^)! Bezeichnen wir nun Alles, was sich auf den 
ersten Punkt (P s. Fig. 7) bezieht, mit dem Index p, und was 
dem zweiten Punkt (Q) angehört mit dem Index q, die Goor- 
dinaten des Wendepunktes aber mit dem Index w, so ist: 

für g) = — ^: 
r sin g = — 2 sin '^' (cos ^^ + cos ^) = Cpj 

rco85=2(2E'-E'(*0-i?'(^))-(2K'-i^(^,)-F'(^))=D^, 

und für g) = — (jt — f) mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(20) des § 8: 

rsing= — 2sin'9'' (cos^^ + cos^) = Cq, 

rcosg = 2(- E\t,) + E' (t)) - (- F' (^J t F' (t)) =D^ 

Hieraus folgt: 



r 



C +0, — 2Ci 
Dp + D, — 2Dl' 
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L5Bt maD ferner die rechten Seiten der Gleicliungen (12) 
auf und führt statt rsing und rco8£ die jedesmaligen Werthe 
ein, so bat man: 

"? + ''- ^^^^ j«» (2S.) (.B, + D,) - .m(2t,) (Q, + C,)) 

- 2'S^?ä5jcos(2S,)D — .m(2S,)0J [nach fllL (M)], 



folglieh, wenu man für C und D die Werthe aus (11) zurück- 
setzt: 

^+*«=^^i (15) 

«/p + ys = 2i/„) 
d. h. also: die GurvmsUicke vom Anfang bis zum Wendepanit 
und vm hier üs gur sweiten V^ticcUstelle sind vollkotnmm am- 
gnient imd sffmmetrisck geg&i den Wenäeputdct gelegen. 

Für die Kreuzungsstetle seien die Coordinaten einmal x 
und y mit den zugehörigen OrSssen r, £, tf\ andererseits x' 
und y' mit den zugehörigen Grössen r', g', tp'. Dann soll 
also .[■ ^ x' , y = y' sein. Da nun nach Gleichung (12): 

^-tg(£ + 2{,), 

so muBs £ = S' und demnach auch r = r' sein. Nun ist ferner 

nach (10): 

rain£^= — 2ain'&'(co3i(', + cosg>)= — 2sinÖ''(cosi(', + cos»p')j 

also cos q3 = cos 93'. Da nun nicht y = 9' sein kann, weil 
sich 9 im Verlaufe der Curve continuirlich ändert, so muss 
tp' ^ ~ ip sein. Setzt man dies in die zweite der Gleichungen 
(10) ein, ao erhält man: 
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rco.J-2(2E'-E' (♦.) + «' (9>))-(2K' -?■(♦,) + J^'cp)) 

-2(2B' - Jä'(*i) - £'(»)) - (2K' - f ■(♦.) - -F-(rt), 
daraus folgt: 

9' = — 9)1 
und dies siud die beiden Gleichungen znr Bestimmang der 
Winkel ip und 9>'*). Ist dann 9» gefunden, so folgt weiter: 
r sing = — Ssin*' (cos^, + cos 91) ] 

reose = 2(2E'~£'(^,)) — (^K'-i^'C«/-,})) " ''^^ 
und hieraus x und y in gewohnlicher Art. — Von Interesse 
wäre noch die Bestimmung des Kreuzungapunktea in der Greiiz- 
lage, für welche die Horizontalkraft unendlich gross und die 
Säule ganz horizontal gestreckt erscheint. Es ist dann Dämli<:^h 
g, == 45", co8(2|i) = 0, und in den Ausdrücken (17) wird K' 
>= (X). Es ist aber 

VW{2|Ö {3K' - F' (V-,)) = K, . . S 8 [-21) 
also für I, = 45": 



K'Vcos(2S.) = iK (18) 

Hiermit folgt nach GH. (12) x für den Ereuzungspunkt (wie 
für jeden andern) =; 0, indess: 

y — il^-'-l' (13) 

Die Kretisungsstelle rückt also aUmälig bis auf : der Länge 
der horizontal gestrediten Sänle; in diesem Funkte concentrirt sich 
auch die ganze SchJdfe, während der Wendepunkt in diesem 
Grekzfalle auf s (fer Länge sich befindet **). 

. Ich habe nun wiederum für ö' = 600,g, =44"(*> = 86" 10', 
^(=44" 7') die Coordinaten der einzelnen Punkte bereclmet 
und erhalten (s. Fig. 7 S. 87): 



•) Hierbei iat aber 9 negativ und ip' positiv {vergl. das B]ia.toie 
Beispiel). 

**) Dies kann direct ebenso wie beim. KieaznngspUDkte gBfuuden 



A: 


'-" 


»' 


0,1161 


F') 


0,1586 


C 


0,2322 


H, 


0,2824 


J 


0,2310 


F 


0,1586 


G 


0,1033 



90« 


- 84»38- 


73"30' 


- 58' 6' 


44" r 





1« 0- 


90' 


46» r 


180' 


73«30' 


234" 6' 



für ^1: ^ = f — 9P = — 135053' a = 

- 0,2341 — 

- 0,4195 — 

- 0,4681 - 

- 0,4223 + 

- 0,3757 

- 0,4195 

- 0,6011 90» 260»38' 
Zusatz. Um eine Curre von etwas anderer Form zu er- 
halten, benutzte ich noch Zahlen eines später näher zu be- 
bacdeliiden Beispiels, nämUch: 

* = 56<'40' mit |i =|=40*, 
wofür »'i = 53''18'; <pi = 126''42'. 
Die Form der Säule ist durch die Curve Fig. 8 veranschau- 
licht, worin die Buchstaben die bisher^e Bedeutung haben. 

Punkt A. a = 0; g> 9^ = — 126"42'; -/- = 1; ^=0. 

Punkt TF: c — 26i — 2*' = - Se^Se'; g>^- 90". 

werden, oder ea folgt auch schon ans tler s^mnietriBcheii Lage des 
WiiDili^puaktes gegen die erste and zweite Verticalstelle der Säule, in- 
ilciii M/Xiire hier mit dem Erenzungspookt EUBammenfallt. 
*i Die Gleichang für ip war (16): 

a£'(y) — F'(q,) = 0. 
Der MoJuluB ist fl'i— 86''19'; dabei genügen zur Bestimmnng von i^' W 
nicht mehr die ersten Differenzen: es ist ffir S6°19' (dnrcli einfache In- 
terpol Vitien): 

I. Dfff IL DUT. 
F'{ip) für qi = 73°: 1,8913 

74" 1,9513 ^^'^ _ 37. 
76° 2,0160 637 
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also 7,. B. für gi = 73,5°: F' (gj) = 1,8913 + 0,0300 + 0,0004 = 1,9217. 
Für di:]i;«e1ben Wertb von tp ist (nur mit Benutzung der ersten Diffeien- 
z'-n) >;'(cp) — 0,9608, also 2E'{tp)— F'(<p) = —OfiOOi, daher q, = 73''30' 
als richtiger Werth anzunehmen. 



§ 9. 10. 
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Die Coordinaten habe ich nicht berechnet. 

Punkt C. a = 0^ y = _ (ä — ^J = — öSnS'. 
Punkt zwischen C und H. a^^ 80®; 9 = 0. 
Punkt H. a^ 90<>. Daher (s. den Anfang d. §): 
2(a) + 5i) = 90®, also o = 5®, und hieraus mittelst der 



Bino 



II 
II 
II 

H 

II 



Gleichung sin 9 = "'~F' ^ "^ 6® 14,5'. 

Punkt D. Die allgemeine Gleichung (7) dieses Paragra- 
phen für das entsprechende g) lautet nach unsern Zahlen: 

2£> — -F'y — 0,2827 cosy + 0,1690 = 0. 
Für 9 = 6® ist die linke Seite = — 0,0077 
9 = 7® + 0,0100 

fp = 6®27' + 0,0003. 

Der letztere Werth ist also richtig (und giebt zu 'erkennen, 
dass H sehr nahe an D, aber links davon liegt). 
Mit demselben folgt a = 5** 10' und daher 

« = 90« 20', und endHch | = 0,5207. 

Punkt J. tt ^ 180**, und hieraus 

(p = 72» 52'. 
Punkt O. a = «j = 186»36; 

^ = 0,2237; ^ = 0,1588. 

Ad 3). Hier kommen keine in neuer Art 
zu behandelnden Punkte hinzu und ist wegen Fig. s. 
anderer Eigenthümlichkeiten auf den späteren Paragraphen, 
der sich auf d" = 88® bezieht (§ 13) zu verweisen. 

§ 10. Die Curve ^ «= für einen Parameter zwischen 

50® und 60®. 

(Der zweite Ast der Curve ^PJ^ = 5o«>) = ö- Lage der Curvenäste im 

Allgemeinen. Contact derselben für ^=a O^ =» 66^25'. Bestimmung 
dieses Werthes: zunächst näherungsweise durch Zusammenstellung von 
Werthen der Tabelle U^ sodann genau in theoretischem Verfahren. 
Die Minimum-Curve. Gleichungen für den Ereuzungspunkt der Curve 

Sftftlachütz Der belMtete Stab. 7 




'm 
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^^^&- ^^® Zahlenwerthe dafür. Unbestimmtheit des Differentialquo- 
tienten -^j- an dieser Stelle. Aufstellung der Gleichung für ihn. Zah- 

-7T-) der Minimum-Curve für das l, 

der Krcuzungsstelle.) 

Wir kehren nunmehr zur Bestimmung der Lage des Säu- 
lenendpunktes zurück, und zwar zunächst bei Belastungen, 
welche zwischen P= 1,518 Po ('ö- = 50«) und P= 1,884 P« 
(%• s= 60^) liegen. Wir beginnen mit der Betrachtung der 
Curven ?P*, deren Abscisse also die Bogenlänge von l^, und 
deren Ordinate diejenige von d-' sind. 

Die Behandlung dieser Curve für d' = 50^ (§ 7) schloss 
mit dem Hinweis auf einen zweiten Zweig derselben. Und in 

der That für L = 10^ war , ^ _ = 1,9966 kleiner, als das 

Minimum von S für g^ = 10 nämlich als 2,0382 (für ^' = 33^ 
Tab. II), so dass dieser Werth von 1^ schon das Maximum 
desselben überschreitet (vergl. § 7 Seite 58). Ebenso verhält 

es sich bei den Werthen von g^ bis 25^ inclusive. Bei diesem 

K • . 

letzteren ist auch noch — — = 2,414 kleiner als das Mi- 

nimum von S für ^, = 25« nämlich 2,5161 (bei ^' = 44« 
Tab. II), aber für L = 30« ergiebt sich bereits -=?-= = 2,738 

also grösser, als das Minimum far den genannten Werth von 
li nämlich als 2,6762 (für &>' = 47« Tab. . II), so dass also 
hiebei wiederum zwei Werthe von -ö*' gefunden werden können. 
Diese sind ^;=39n8' (mit y^ = 52«8'), '9';/=56«0' (mit 
9i = 37«6') Das Minimum von 1^ für diesen zweiten Theil 
der Curve liegt also zwischen 25« und 30«, und zwar muss 

dafür -^T- = oo also Z7=0 sein, [s. § 7 Gleichung (19)]. 

Dies ist' nahezu der Fall für g^ = 28«35' mit -^' = 46«30' 
und 9i==41«16'. Von diesem Werth an steigt %•' als #// 
continuirlich höher hinauf, wird etwa 85« (^^ = 40« 12') bei 
1^ = 40«, 89«59' {(f, = 44«0') bei g^ = 44«, bis es 90« i<Pi 

= li) bei li = 45« wird. Gleichzeitig ist auch hierfür -rr- = 0, 

also die Curve schliesslich der Abscissenaxe parallel, wofür 
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der Beweis bereits bei Gelegenheit der Curve ?P*^ = eo« geführt 
worden ist, dessen sämmtliche Schlüsse auch hier gelten. 

Von demselben Werthe -ö*' = 46^30' geht es als d'r herab, 
aber nicht bis 0, sondern nur bis zu einem Minimum, für 

welches ^t- = 0, also F=0 sein muss [§ 7 (19)]. Dies 

ist nahezu' der Fall für g^ = 34^20' bei ^' = 35n5' {g), 
= 77^45') mit F= — 0,006 (statt 0). Von d?i steigt d'j 
wieder, nimmt gleichzeitig mit |i den Werth 36^ an, wobei 
9?i = 90^ ist*), wird immer grösser, während g)^ > 90^ wird 
[vgl. § 8 Gleichung (18) und den nachfolgenden Text] und 
nimmt schliesslich bei l^ = 45^ und g?i = 135^ den Werth 

90^ an. Auch hier ist schliesslich -rr- = 0. Die Werthe, 

nach denen nun der zweite Ast dieser Curve (s. Fig. Villa 
auf Tafel 11) gezeichnet ist, sind folgende: 

K ' 
gl =28035' d'j=^4tQ^30' (p^^^mG' -Ö-' =46^30' tp^^^-UHQ' -—==2,628 

l/cos(2|i) 



30° 


39<*30' 


51°60' 


66° 


37° 6' 


2,738 


33^ 


35^30' 


60°41' 






3,035 


340 


35<>20' 


75n4' 






3,162 


34<> 20' 


36^6' 


77° 45' 






3,208 


35<> 


35<>20' 


82° 38' 


72°20' 


37° 1' 


3,309 


36<> 


36° 0' 


90° 0' 






3,482 


40^ 


49no' 


121° 50' 


86° 


40° 12' 


4,644 


44<> 


84<>30' 


135° 44' 


89°69'**) 


44° 0' 


10, 36 


450 


90° 


135° 


90° 


46° 


(X). 



Die physikalische Bedeutung dieses zweiten Theils der 
Curve tritt zwar nicht unmittelbar hervor, doch werden wir 



*) Für diese Werthe ist: 

TT » I /Kcos*«-' „,\ j. 

cos (f. • U=qobL + cosqpi I , — — Hi I = COSSi, 

VV^(2SJ / 



^cos-ö-'^acosli, 



cos ^' . F = cos ^' (l - ig (2^') ^-«^.^??^^ = cos^' = 

V *"' ' ]/cos(2SJ J 

, d&' cos-Ö-' V , 

also -T^ = -^ . ~ =. 1. 

a|j cosqpj U 

**) Folgende kleine Znsammenstellung macht den Gang von -O*' in 

seiner Beziehung zu qpj recht anschaulich. Es ist 

17* 
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eine solche später (§ 14) kennen lernen; ich werde daher die 
Coordinaten des Endpunktes der Säule x^ und y^, wie die 
Rechnung sie auf 6rund der obigen Resultate ergiebt, eben- 
falls mittheilen. Zuvörderst haben wir es aber, wie gesagt, 
mit den Curven W[^^,^') zu thun, deren Parameter ■fl- zwi- 
schen 50" und 60* liegt — Curven, welche auch aus dem 
Gang der Betrachtung herausgelöst an sich von mathema- 
tiachem Interesse sind. Sie zeigen nämlich wie durcb Äen- 
derung eines Parameters (des Winkels Q') die ganze Form der 
Curve sich so weit verwandelt, dass wohl Niemand von vorn- 
herein die Curven Villa und Vlllf (Tafel II) als auf Glei- 
chungen derselben Form beruhend ansehen würde. Dieser 
Uebergai^ der Curve Villa zu Curve Vlllf wird nun durch 
die dazwischen liegenden Curven Vlllb, c, d, e veranschau- 
licht, bei denen der Parameter * bezftglich die Werthe 

55«, 56''20', 56''25', 56*40' 

erhalten hat. Hierin ist jedenfalls der Werth * = 56*'25' von 
dem meisten Interesse, denn bis zu diesem Werthe hin trach- 
ten die Curven von links und rechts her darnach, sich einan- 
der zu nähern; für ■9-^56''25' ist der Contact erreicht, und 
für grössere Werthe von & erfolgt nun wieder eine Trennung 
der ('urven, aber in anderm Sinne, nämlich nach oben und 
uutpti zu, 

Zunächst ist nun zu zeigen, wie man zu diesem ^, bei 
welchem der Contact stattfindet und welches wir von jetzt an 
mit (^0 bezeichnen wollen, so dass also: 

@o = 56° 25' (1) 

gelangen kann. Ich gestehe, anfangs die Identität dieses 



10,3fi 



44" 16' 
6T'69' 
79" 16' 
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Werthes mit dem Werthe ® = 56«52' [s. oben § 4 (15) und 
§ 5 S. 39 die hervorgehobene Stelle] vermuthet zu haben, 
wurde aber bald durch Zahlenrechnung vom Gegentheil über- 
zeugt und kam nun durch folgende Betrachtungen zu dem 
richtigen Werthe. 

Wie aus unsern beiden Tabellen, besonders aus Tabelle 
II zu ersehen ist, giebt es für jedes 1^ einen Minimal werth 
von Ä == K' + J?" (9i). Denkt man sich nun eine continuir- 
liehe Reihe von Curven der Art Villa bis VIII c, also für 
Parameter %' <i S^ gezeichnet, so hat — wenn ich zur Ver- 
einfachung der Darstellung nur die links liegenden Zweige 
derselben ins Auge fasse — jede Curve einen zu äusserst 
nach rechts gelegenen Werth von g^. Nehme ich nun ein 
bestimmtes 1^, so wird dies als Grenzwerth einer bestimmten 
Curve angehören, z. B. für l^ = 10® wird die Curve zwischen 
Villa und VHIb, für g^ = 15« zwischen Vlllb und VIIIc 
liegen (s. die Curven selbst oder die spätere Zusammenstellung 
§ 1 1 a. E.). Für diesen Werth von 1^ als Grenzwerth fliessen 
d-j und %''jj in einen Werth zusammen, der eben dem Minimum 
von S bei dem angenommenen 1^ zugehört. Den Parameter 
^ derjenigen Curve, für welche das äusserste |i ein gegebenes 
ist, zu bestimmen, ist dann sehr leicht; wir haben nur mit 
Hülfe der Fundamentalgleichung: 



E 



}/c08(2|i) 



=-K' + ^'(<Pi)=Ä, ... §6 (4) 



aus den bekannten Werthen von Ij und Amin, dem Minimal- 
werthe dafür, die Grösse K zu berechnen und das zugehörige 
^ in der Legendre'schen Tafel aufzuschlagen. Einen vor- 
läufigen üeberblick erhalten wir, wenn wir unsere Tabelle II 
benutzen, wodurch wir allerdings sowohl für den Minimal- 
werth von 5, wie auch für %'' nur Näherungswerthe erhalten 
können. Immerhin genügen diese, um das oben Gesagte an- 
schaulicher zu machen. 

Bezeichnen wir den Minimal werth von 5, wie schon oben 
geschah, mit Amin, so haben wir folgende Zusammenstellung 
(worin statt K sein Briggischer Logarithmus gegeben ist). 
Es ist für: 



El- 5":S., 


= 1,8561 mit*' 


_26"-27" 


logK 


-0,2663i»-44"12' 


10» 


2,0382 


33" 




0,2957 


52" 9' 


15" 


2,2019 


37« 




0,3116 


65"21' 


20" 


2,3696 


41" 




0,3150 


56"24' 


25" 


2,5161 


44" 




0,3047 


54"12' 


30° 


2,G762 


47« 




0,2770 


47" 5' 


35" 


2,8432 


50" 




0,2208 


27» 0' 


40" 
44" 


3,0210 
3,1732 


63" 

55" 




0,09991 
9,77291 


imaginär. 



Die letatea beiden Werthe tod ^ sind imaginär, weil K ^ — 
also lügK ^ 11,10612 sein muas. Die letzte Columne dieser Zu- 
sammenstellung zeigt, dass '9 zuerst ansteigt und dann wieder 
fällt; es giebt also Curren der angenommenen Art nicht für 
jedes &, sondern nur bis nähern ngs weise & = 56''24', wozu 
(immer n üb erungs weise zu verstehen) die Werthe 1^ = 20" 
&' = 41" (und 9), = 31''26') gehören. Die Werthe von |, < 20", 
bezeichnen die zu äusserst nach rechts gelegenen Örenzwerthe 
von g, in den links gelegenen Curvenzweigen, und von g^ > 20" 
die zu äusserst nach Unks gelegenen Grenzwerthe von |, in 
den rechts gelegenen Curvenzweigen. Der genannte Werth 
von & ist aber ein Näherungswerth des gesuchten 0^. 

Um nun das Maximal-ft (= ®„) und die zugehörigen 
Werthe theoretisch und genau zu bestimmen, müssen wir die 
obigen Operationen in mathematische Form kleiden. Denken 
wir uns zu dem Zweck eine neue Curve construirt mit einem 
variabeten 1, ak Abscisse und demjenigen &', welches dem 
Minimalwerth von S des jedesmaligen |, entspricht, als Or- 
dinate! Wir wollen sie die Minimvmcurve nennen, Ihre Glei- 
chung ist in folgender Art zu finden. Für ein gegebenes |, 
gilt zwischen dm Grössen &', q}^ und 1^, welche dem Mini- 
mum von S i'i'ir dies li entsprechen, die Gleichung U^O 
(siehe § 7, S. 62) und ausserdem die Fundamentalgleichung 
ain|| = sin»' sin^i, [§ 6 (4)]. Wir können also die beiden 
Gleichungen : 



«jw 



§ 10. — 103 — 

J7 = tg 9)1 cos ii + S. cos» ^'~ (E' + £'(9)1)) 

sin li — sin &•' sin gj^ = 0, 

indem wir uns aus beiden q>^ eliminirt denken, als Gleichung 
der Minimumcurve ansehen. Die Aufgabe^ ist dann weiter: 
den Maximalwerth von d', welches mit den Coordinaten der 
Minimumcurve durch die Fundamentalgleichung [§ 6 (4)]: 

K = ycos(2y.S; S = K + F\q>^) . . (3) 

zusammenhängt, zu bestimmen. Betrachten wir nun |] als 
die unabhängige YariabelC; so muss: 

^: = (4) 

oder: ^^ ^ __ 

dt' d^, ^' 

also : ^ ^ 



dli 



-0 (5) 



sein. In dieser Gleichung wird -tt- und -^ vorkommen; eli- 

miniren wir diese Grössen mit Hülfe der diflferentiirten Glei- 
chungen (2), so erhalten wir die dritte endliche Gleichung für 
die Unbekannten g)^, |i, 0*', während die Gleichungen (2) die 
ersten beiden endlichen Gleichungen bleiben. Nun ist: 

dK dK ^^ ^K dO"' ^^ dK dfp^ ,^x 

d^' 
Hierin bedeutet aber -jj- den Differentialquotienten 

von ^' nach g^ für die Minimumcurve, hat also nicht die 
bisherige Bedeutung, und wir wollen dies auch in der Schreib- 
weise sogleich dadurch sichtbar machen, dass wir das jetzige 

d9'' 

-TT- in Klammem einschliessen. — Jetzt ist ganz analog dem 

Verfahren bei DiflFerentiation der Gleichung (2) des § 7 [s. 
das. Gl. (14)]: 

- ^ = --^i^Ä+/^^^(2löU^^^ 

^__ tg^^^singpi cosy^ \ ^ /dd^\ . 1 d(^\ 

Differentiiren wir nun die zweite Gleichung (2) d. §, so er- 
halten wir [vgl. § 7 (3)]: 




— 104 — § 10. 

cos li — cos *' sio qü, (j|- ) — sin -S-' coa ^i -^ = . . (8) 

und die erste GleiebuDg (2) giebt eine Gleichung von der 
Form: 

Die Elimination von -tt^ aus dieser und der frOheren Glei- 
chuug ergiebt eine Gleichung der Form: 

^H-^©-». W 

worin D und E {sowie auch A, B, C) Punctionea von li, ^', 
(p, aiud. Eliminiren wir ferner -jp aus den Oieichongen (7) 
und (8), so erhalten wir: 



i'l, " 




+ VcoB(2|,)eot»' 



y°°'''J^ (1 - sin »- cos T, tg (2 i,)S) 

Q qi, (sin' *■' coh' qi, -f- cos' Ö'')\ /d*'\ 

'oosgj, cos£, j Uli/' 

Hier iai der letzte Bruch (in der zweiten Klammer): 

j. » 
= tg,), - 



"^ *8 Vi — T ob I ' = tg Vi ■ eo8 li ■ 



gjn'fr' — ain'g'BJ D' qp-, + cob' *' 

COBj, ^ 

■'f. 

Daher ist die ganze zweite Klammer = — ü, desgleichen die 
erste = V [b. § 7 Gleichungen (18)], und wir haben somit 
gemäss Gleichung (5) d. § die Gleichung (mit Fortlaseung 
gleicher Factoren): 

0_ F-52i?:.p.(^) (10) 

Wir hätten jetzt aus dieser und der Gleichung (9) den Diffe- 
rentialquotienten \jr} ^u eliminiren. Da aber nach Gl. (2) 



(11) 



§ 10. — 105 — 

d. § 17=0 ist, so folgt aus (10) unmittelbar F=0, und 
wir haben daher zur Bestimmung der unbekannten Grössen 
Si> ^\ 9^1; ^ ^1® ^^^^ Gleichungen: 

sin li = sin %•' sin q>^ 

r=o 

K = )/cos(2|i).ä' 

Die ersten drei dieser Gleichungen müssen nun durch Nähe- 
rung aufgelöst werden (wobei die Tabellenwerthe Anhalts- 
punkte gewähren), und man erhält auf die Art schliesslich 
die Werthe*): 

mit U = 0,0002, V = 0,0004 f ' ' ^ ^ 

und hierdurch: 

Ä = 2,3229; logK = 0,31528; -^^ = 56^25' = @o- (13) 

Somit ist &Q gefunden und es lassen sich nun die Coordinaten 



*) Die obige Zusammenstellung für die Minimumcurve (S. 102) 
führt auf einen Werth von gj zwischen 15^ und 20** und bei genauerer 
Rechnung zwischen 18° und 19**. Man erhält die Unbekannten des Mi- 
nimalwerthes eines angenommenen ^^ , indem zu den Fundamentalglei- 
chungen § 6 (4) noch die Bedingung C/ = (s. die Regel S. 62) hinzu- 
gefügt wird. Dann wird: 

für li =» 18« -Sf^in^ 2,2968 -8«' = 39<^30' V = 0,070 

19*^ 2,3281 40<*10' —0,013 

also folgt durch Interpolation gj = 18** 48'. Dafür ist: 

^min = 2,3218 mit «■' = 40U'; ü ^ —0,0001; V == 0,0040. 

Daher ist $j noch etwas zu klein; 

gj = 18« 62' giebt &' = 40° 7'; ü" = —0,0002; V == —0,0020 

und endlich bei Jj =» 18° 50' erhält man: 

^' »= 40° 6' ; qpi = 30° 4,6' ; ü =^ — 0,0002 ; V « 0,0004. 

Dafür ist: 

^xnln = K' + -F'(cpO = 2,3229, 

hieraus: 

K « Vcos (2 gl) { K' + F' (9i) } = 2,0667 

log K = 0,31528; «• = ©^ « 56° 25'. 

In dieser Weise Hessen sich am leichtesten die im Text angegebenen 
Werthe berechnen. 




r 



106 — 5 10. 



der Gurre für den Parameter 0^ in gleicher Art bestimmen, 

wie früher (bei # = 50" und & = 60**) gezeigt wurde, Sie sind: 

für i, = 



»; — 


«i/ 


— 56" 26' 


y,_K-|._28»26- 


»»i 


— 0" 


»; = io«3i' 


*« 


-61"56' 


y,- 28" 31,5' 


Vi 


- 6" 21^' 


»;-2i« 5- 


»',1 


— 47" 30' 


y, — 28»62' 


9i 


— 13" 38' 


»; — 31» as' 


»'„ 


— 43" 12' 


?), —29" 25' 


ft 


— 22" 13' 


»'_40"6' cf, — 30"6' 




»; = 39" 18' 


»■„ 


— 42" 30" 


T, -32"4r 


IPi 


-30" 26' 


»;=35"40■ 


»;, 


— 53" 44' 


^>, — 46"27' 


»i 


— 31" 36' 


«■; — 33"22' 


»i 


-65" 1' 


(P, — 66"23' 


91 


-33" 29' 


»;-35" 4- 


o'„ 


-76«23' 


,,,_i_86"46' 


9. 


— 36" 10' 


»; — 63" 7' 


*// 


— 86" 32' 


9, — ;t-53"29' 


Vi 


-40" 6' 


»; — 90" 


»;, 


-90" 


?., — «-45" 


fi 


-46". 



Die durch diese Coordinaten bestimmte Curve hat, wie mehr- 
fach Kur Sprache gebracht, bei |, = 18" 50' einen Kreuzungs- 
punkt, und ts ist von Interesse, die Richtungen der Curven- 
äste für diesen Punkt kennen zu lernen. Nun ist fflr ein be- 
fitimmtfls & (oder K): 

^-^•; S7(.« 



5 tO. — 107 

Hier ist die rechte Seite aber der Gleichungen (11) d. § 
wegen ^ -x- vind es ist daher zu setzen: 
dV 

dg, coBip, dU ^'*' 

Wir mQssen also zunächst beide Differentialquotienten berech- 
nen. — Da K constant ist, schreiben wir wie § 7 (18): 

V z^ 1 *g <^ ^1^ "'^ ^' °°" f' K 

und es folgt wieder bei Elimination von -^ mit Hülfe der 
Gleichung (8) d. § [identisch mit § 7 (3)]: 

1 dV ' , „, /2coB'(2{,)+3sin'(2J,)\ 

aiD(2 6,)coae.tgT. _ tg(2i,) _ cob*; _ dT 
"*" (cOB(2|,))'''' yco8{2i,) c<»«9i <iii 

^ ~(cos(2S;)P 

tg(2{.) eoa»' d^ 
yco(i(2{,) coflg), di, ' 

(wobei die Gleichung sin g, = sin #' sin ?), benutzt wurde), 
oder nach einfacher Reduction: 

rs--sl3|^i('8t.(5-"'(*«.)) -«-(*£.) t«'«! 

-^+«I^-S ('S) 

Zur Differentiation von ü" (s. Gleichung (2) d. §) brancheii 
wir die Gleichung: 

d(K- + F-(y.)) _u d»- 1 _ § T m 

und mUssen dann noch E'-l-f (qo,) nach || oder zuerst nacli 
*' differentiiren. Es ist aber 

S' _ .___ 

■^'(Vi) = JV^ — sin*©'' sin* go, rfqc,. 
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daher 


8^>,)„ /•■-»»•«,..;.i„> 

«* J yi-mi'»-.in> 


ebenso 


^ — col »■ (E' — KO 



(16) 
(17) 



[Ygl. § 5 (11)], uad: 



-= yi — Bin' &■' ain* y, «= cosgi. , (18) 
folglich : 

d. i. nach Elimination von -j^ mittelat Gleichung (3) des § 7 : 

''"'''!,f"'-" -coty|g+g(9.)-[K-+J-(y.)]-..4,t8y.|g 

= -cotO'l ;i+S..m>9-|^ + ^„7;^^^ - (19) 
Bildet man nun noch ■ ^', ~, bo folgt nach geringer Zu- 



teilung zunächst: 



'■£. 



- cot*' 



I • a.' tt- c > cot «■' ain 10. eoa |.\ d*' 

— (sind COS* -if^ —i-- Sil 

Danu lassen sich die vier ersten Glieder noch in ein einziges 
zusammenziehen (mit Benutzung von: sin gj = sin *' sin 7,) 
und somit wird: 



»'(S.m>»-+^°?t!^^^^l 



d. i. mit Einführung der Bezeichnungen C und D: 



■c+^t- 



:^*-^-'-.- 



§ 10. _ 109 _ 

Setze ich noch: TP oo^fr' /«in 

COS9, ' *> ' 

SO wird [s. (14), (15), (20)] 

A + BE^ 
^^ = E II .... (22) 






CÜ-^I) 



und dies ist eine quadratische Gleichung für ^^-y deren Coef- 

ficienten wir, da alle Grössen l^, q>^, %'\ S durch die Angaben 
(12) und (13) bekannt sind, berechnen können. Von vorn- 
herein folgt schon aus dem Umstände; dass die Gleichung nur 
vom zweiten Grade ist, die Thatsache, dass die Curve an der 
KrefumngssteUe in 0wei sich schneidende gerade Linien übergeht 
Die Zahlenwerthe oder vielmehr deren Logarithmen 
sind nun: 

log^ = 0,59327«, logJB = 0,25362«, logC = 9,60045, 

logD = 0,30408», log£ = 0,20031, 

und die Gleichung selbst: 

(fy- 1,39210 f = 1,72044; 

daraus berechnet man: 

^ = 2,181 und —0,789*), 



*) Mit Hülfe der obigen Zahlenwerthe können wir auch leicht das 

3-r- ) der Minimumcurve berechnen, denn die linke Seite der Gleichung 
all/ 

(9) ist ja nichts anderes, als -=-r- , woraus -=y^ eliminirt ist, und folglich 

lautet diese Gleichung (9) nach jetziger Bezeichnung [vgl. (20) und (21)]: 

und daraus folgt: 

In der That, wenn wir von gj = 18^60' auf 19^ übergehen, so ist also 
d|i = 10', und daher dem eben gefondenen- Werthe nach, dö"' = 6,96' 
und wirklich liegt das Minimum von /S für g, = 19^ sehr nahe bei &' 
= 40<^ 13' = 40® 6' + 7' (8. S. 106) und zwar = 2,3280. Die Function 
U ist dafür allerdings negativ (—0,0003), so dass -0*' noch (um einen 




r 



endlicli die zugehörigen Winkel zwischen der Curve und der 
AbBciasenrichtung 65*22' und — 38" 17'. 



§ 11. ' Fortaetzong. 

(Maxitua und Minima von 9 j und #//■ Curre mit drei merkwüidigen 
Stollen; 'P^^sB"«' ^ **■ '-*'* """^ """ dieae flieh bei anderen Curven 
zeigen, ('urve, bei welcher Maximum und Mininum von $'/ eubiud- 
meuftiosäen: & = 69°S4'. — Coordinatentabetle der Corven W: Villa 

bia VIII f.) 

Vergleicht man den Gang von d^ für fr = 60" einerseits 
und für fr ^ ©^ und fr = 50" andererseits, so findet man bei 
dea beiden letzten Gurren (fBr fr = 50" im zweiten Theil) eio 
Minhmtm tou fr^, das bei der ersten nicht Torhandeu ist. Es 
ist nämlich: 

bei * = 50« (S. 99) bei fr = ©0 (S- 106) bei fr = 60» (S. 80) 

für^,=;W:fr;=39"30' li=25":fr;=35"40' 6,=25":fr;=31* 3' 

;J5" 35«20' 30" 33"22' 27" 31"12' 

40" 49"10' 35* 35" 4' 30" 31"30' 

Ferner tindet für fr -= 60" ein Minimum von frj, statt, näm- 
lich: fr„ =. 52" 24' bei |, = 14" 58,5' (s.§ 8 S. 68 ff.). Endlich 
können wir fflr fr ^ ©^ = 56" 25' die Kreuzungsstelle als ein 
Maxiiiiiim von fr} und gleichzeitig als ein Mininwm von fr// 
ansehen. Um Über diese Erscheinung uns vollkommene Klar- 
heit 7A\ verschaffen, sehen wir uns aufgefordert, eine Curve ßlr 
einen Parameter fr aufzustellen, der zwischen ©^ und 60" liegt 
Es sei nun fr = 56" 40^. (S. die Curve Vllle.) Darin ist: 



Bruchtlieil einer Miuate) zu verkleinem wäre. — Aus obiger kleinen 
Tabelle für die Minima (S. 102) folgt fflr {, = 16° bis 20" (^) =■ y 
= 0,8 , liii- li =20" bis 26",l-jj- ) = — - = 0,6, welche angenäherten Ee- 

snlUte ijiit obigem Werthe (für {, =. 19°) ( — 1 = 0,7 sehr gut überein- 
ittimiii'^ii. 



§ 11. 
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=5» »r- 


=10»24' 


•*//= 


=52» 15' 




10» 


20»48' 




48» 0' 




15« 


31» 0' 


F=+0,43 


44» 10' 


y H0,16J 


20» 


37»25' 


0,016 


44»33' 


0,217 


25« 


35» 14' 


0,215 


54» 16' 




30» 


33*13' 


0,136 


65*18' 




35» 


35» 5' 


+ 1,36 


76»32' 




40» 


53» 18' 




86»35' 




45» 


90» 




90» 





Bei dieser Curve sind also wirklieh drei merkwürdige Stellen 
vollkommen ausgebildet vorhanden^ nämlich: 

ein Minimum von '9>j = A bei S^ = 15^ 

ein Maximum von d'j = B 20® 

ein Minimum von d'j = C 30® 

und wir gelangen dadurch zu folgender Erkenntniss: 

Für d" <,Sq fallen A und B in den imaginären Theil der 
Curve und es ist nur C vorhanden; für d' = &q ßllt A mit B 
zusammen in den KreumngspunJct und C bleibt ausserdem be- 
stehen; für d'> &Q sind anfänglich -4, B und C vorhanden, für 
grössere d''s geht aber B mit C msammen, so dass die Ourve 
zunächst an der betreffenden Stelle etwas flacher tmrd, bis sich 
au4ih diese Eigenthümlichkeit bei wachsendem d' mehr und mehr 
verliert. 

Naturgemäss drängt sich uns hier nun die Frage auf^ bei 
welcher Curve B und C eben zusammenfliessen. Denken wir 



uns für diese Curve den Zähler des Differentialquotienten 



di. 



oder auch nur die Function V [siehe § 7 (19) und (18)] als 
Function von g^ construirt^ so muss V eine Curve bilden^ 
welche auf der positiven Seite der Abscissenlinie gelegen^ die- 
selbe an der betreffenden Stelle tangirt^ d. h. es muss gleich- 

dV 
zeitig V und -r^ verschwinden. Nun ist V durch die Glei- 

chung § 7 (18) und ^ durch § 10 (15) bestimmt Setzt 

dO"' 
man in letzterer tt- = 0, weil F=0 ist, so erhalten wir 




i 
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_ 112 — 
folgende fünf Gleichungen: 

«^*' = i£l:- ■ ■ w 

K' + r(9,J=S .' . . . (c) 

K= 1 — t«(2|,)sin*'cosy, -5 = . . . . (d) 

K = Vco8(2|,).S (e). 

Von diesen genügen die ersten vier zur Berechnung der vier 
Grössen -d', %i, &', qo, und die fünfte liefert alsdann K, also 
das gesuchte Q: Wir verfahren aber dabei am besten in fol- 
gender Art. Wir nehmen 1, willkürlich an, b^iämmen daraus 
mittelst (a), (b), (c) nach einander qo,, &', S und sehen zu, ob 
die Gleichung (d) erfüllt wird. Aendem wir nun erforderlichen 
Falls li so lange, bis dies geschieht, so erhatten wir die ge- 
suchten Werthe. 



Auf diese Weise findet man; 






» _ 59» 34' 


(2) 


und liiefür ergeben sich (als Probe) folgende Werthe in der 
Nähe der geradlinigen Stelle: 


Hü ist für 1, — 26» »' 


— 31» 30' 9, 


— 53» 58' F— 0,019 


26» 


31» 32' 


66» 58' 0,003 


26«3r 
27» 


31» 32" 
31» 32' 


58» 57,5' 0,000 
60» 15' 0,001 


28» 


31»33' 


63»48' 0,017 



Zum Schlüsse dieses Paragraphen gebe ich die Goordi' 
nateu ^, und ■&' (sowie der Vollständigkeit wegen auch ^i) 
der Curven Villa bis Vlllf an, wonach die entsprechenden 
Figuren iiuf Tafel II gezeichnet sind. 



§ 11. 
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Curven erster Art. 

Villa. » = 50", K = 1,9356, log K = 0,2868. 

= 0» »j = QP gji = 20»54' ö^;^ = 50» 9)1 = 0» 
5» 14»36' 20» 14' 42»42' 7»23' 



70 


19» 8' 


21»50' 


38» 14' 


11022' 


8« 


27» 18' 


17»40' 


33»32' 


14»36' 


8» 14' 


30»52' 


16» 11,5' 


30»52' 


16» 11,5' 


28»35' 


46»30' 


41» 16' 


46»30' 


41» 16' 


30» 


39» 18' 


52» 8' 


56» 0' 


37« 6' 


35» 


35»20' 


82» 38' 


73» 40' 


36*42,5' 


40» 


49*10' 


121»50' 


85» 14' 


40» 10' 


45» 


90» 


135» 


90» 


45». 



Il 



VIII b. » = 55», K = 2,0347, log K = 0,3085. 

»^j = 55» 9i = 0» 



= 0» Ö-; 


— 0» 


<p^ — 26»35' 


5» 


11» 10' 


26»44' 


10» 


23» 6' 


26» 15' 


13» 


31»44' 


25» 20' 


13»40' 


36» 6' 


23»38' 


23» 50' 


43» 0' 


36« 20' 


24» 


41»42' 


37» 42' 


25» 


38» 50' 


42» 21' 


30» 


34» 19' 


62» 30' 


35» 


35» 0' 


90» 0' 


40» 


52» 10' 


125« 32' 


45» 


90» 


135» 



50» 0' 


6»32' 


44»30' 


14»20' 


39»40' 


20»39' 


36» 6' 


23»38' 


43« 0' 


36»20' 


45»52' 


34»40' 


49»45' 


33»38' 


63«30' 


33«58' 


75»30' 


36«20' 


86» 15' 


40« 7' 


90» 


45». 



Saalschutz, der belastete Stab. 
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vnic. 


» — 66»20' 


K — 2,0647 


logE- 


. 0,3149. 


.0" », 


-0» V, 


=-28»i8' »;,- 


. 66»20' 


9.-0» 


5» 


10» 33' 


28» 26' 


51»64' 


6»21,5' 


10" 


21»12' 


28»42' 


47» 22- 


13»39' 


16» 


32» 4' 


29» 11' 


42»62' 


22« 22' 


n"35' 


39» 0' 


28»41' 


39» 0' 


28»41' 


20» 10' 


40»80' 


32" 4' 


40»30' 


32» 4' 


25» 


36»48' 


46» 16' 


63» 30' 


31»43' 


30» 


33»25' 


65» 14' 


64»65' 


S3»31' 


35» 


35» 3,5' 


93» 8- 


76»20' 


36»11' 


40" 


53» 4' 


126»28' 


86»31'34" 40» 5,5' 


45» 


90« 


135» 


90» 


45» 



VTII d. Uebergangacurve. 

= &o'=5&'25', K = 2,0667, log K = 



= 0» »; 


-0» f. 


- 28»25' 


»;,- 56«26' 


y,_0« 


5» 


10»31' 


28«31,6' 


51«56' 


6»21,5' 


10» 


21« 6' 


28"62' 


47«30' 


13«38' 


15» 


31»48' 


29«25' 


43« 12' 


22«13' 


18» 50' 


40» 6' 


30« 5' 


40» 6' 


30» 5' 


20» 


39«18' 


32»41' 


42» 30' 


30'25' 


26» 


35»40' 


46»27' 


53»44' 


31»36' 


30« 


33»22' 


66»23' 


65» 1' 


33»29' 


36» 


35» 4' 


93» 16' 


76»23' 


36» 10' 


40» 


53» r 


126»31' 


86»32' 


40» 6' 


46» 


90» 


136» 


90» 


45» 



§11. 



115 — 



Curven zweiter Art 
Vnie. » = 56040', K = 2,0725, logK = 0,3165. 



?i 



— 0» 


Ö> — 0« «pi — 28»45' »^j-- 


= 56»40' 


Vi-O» 


5« 


10»24' 


28»52' 


52» 15' 


6»20' 


10» 


20»48' 


29» 16,5' 


48» 0' 


13»31' 


15» 


31» 0' 


30» 10' 


44» 10' 


21048' 


20» 


37» 25' 


34» 16' 


44»33' 


29011' 


25" 


35» 14' 


47» 6' 


54» 16' 


31»22' 


30» 


33» 13' 


65«54' 


65018' 


33»24' 


35» 


35« 5' 


93»41' 


76032' 


36» 9' 


40» 


53» 18' 


126»42' 


86» 35' 


40» 6' 


45» 


90« 


135» 


90» 


45» 



VIII f. e- = 60», K = 2,1565, log K = 0,3338. 



Ii = 



«ji 



.•IrJ 



= 0» 


«•; — 0« 


9)1 — 33033' 


a';^=60» 9>, 


1 

— 0» 


5» 


9« 0' 


33055' 


56024' 


6» 0' 


10» 


17»34' 


35» 8' 


53042' 


12»27' 


15» 


24»57' 


37» 51' 


52024' 


19» 5' 


20» 


29«a3' 


44»33' 


54» 18' 


24055' 


25» 


31» 3' 


55» 0' 


60»24' 


29» 5' 


30» 


31030' 


72057' 


68054' 


32026' 


35» 


35036' 


99058' 


78»30' 


35»50' 


40» 


55045' 


. 128056' 


87012' 


40» 4' 


45« 


90» 


1350 


90» 


46». 



8' 




- 116 — 



S 12. 



§ 12. OoTven, die der Sänleneadpankt beBchrelbt. 

(UnterBclieiiinng dea VerhaUens bei Belasttmgen eotsprechenä ff < ©,, 
ff zwiaehen 9„ und ©, ff > ©. Coordioatentabellen dea EddpunkteB 
iler Säiilu. Allgemeine Bemerknugen über die gewonnenen Reanttate.) 

Die Curve, die das Ende der Säule bei bestimmter Ver- 
tiealbe lastung (bestimmtem &) und bei wechselnder Horizon- 
talkraft beschreibt, ist bereits früher in den §§ 7 und 8 be- 
sprochen worden. Es bleibt der Hauptsache nach nur noch 
ein besonderer Umstand hier zu erwähnen. Wir haben zwei 
ausgezeichnete Werthe von # kennen gelernt, & = 56*52' 
§ 4 (15) imd * = ®o = 56"25' § 10 (1). Der zweite giebt 
die Grenze an, unterhalb und bis zu welcher die Säule aus 
der stabilen Gleichgewichtslage durch eine Horizontalkraft in 
die aufrechte Stellung zurückgeführt werden kann; der erstere 
und zwar grössere Werth von & bezeichnet aber diejenige Be- 
lastung unterhalb und bis zn welcher das Säulenende durch eine 
Horizontalkraft gehoben mrd. Es liegt nun die Annahme nahe, 
das Anheben des Säulenendes bedii^e auch den Anfang der 
Wiederaui'richtung der Säule. Dies ist jedoch nur bis zur Be- 
lastung ®„ richtig, und es fragt sich, wie sich das Säulenende 
zwischen den Werthen ©u und & benimmt. Die Antwort ist: 

Bei Belastungen entspre^tend dnem Werthe etoiscken &^ und 
& wird das Säulenende anfanglich gehohen und dann gesenkt. 

Dies erkennt man ans den Zablenwerthen für & = 56° 40' 
und ich gehe nun zunächst daran, die verschiedenen Werthe von 
und -f entsprechend den obigen sechs Curven anzugeben. 



I 



VIHa. 6 = 50«. 



0,4667 
0,4093 



0,4033 
0,gG03 
0,6461 
0,6981 

0,7190 
0,7627 
0,7726 
0,7916 



= ^ = — 1 



28"36' - 


0,0644 


0,6808 


30° 


0,2364 


0,6569 


36» 


0,4282 


0,1568 


40° 


- 0,3727 


— 0,2251 


45° 


0. 


— 1 


*) Hierfür iat 


T.=f- 





§12. 



- 117 



Vlllb. 


d' — 55^ 














Ii= 0« 


^i . Vi 

i i 


= 


«1=45« 


l 


= 


l 


= 1 


5« 


0,9276 


0,3348 


40« 




0,2238 




+ 0,1869 


10« 


0,7045 


0,6132 


35« 




0,2212 




0,6076 


13« 


0,6125 


0,6365 


30« 




0,2001 




0,7125 


13«40' 0,4777 


0,6733 


25« 




0,1499 




0,7466 


13« 


0,3255 


0,7780 


24« 




0,1040 




0,7464 


10« 


0,2738 


0,7883 


23« 50' 




0,0764 




0,7418 


5« 


0,2498 


0,7980 


24« 




0,0165 




0,7278 


0« 


0,2372 


0,8052 


25« 

30« 

36« 

' 40« 


m 
m 


— 0,1951 

— 0,3361 

— 0,4353 

— 0,3638 




0,6636 

0,4415 

0,1146 

— 0,2639 




• 




46« 









— i. 


VIII c. 


d- — 56^20. 














Ji= 


^1 . 2/i 
l l 


= 


li=45« 


X, 

l 


=0 


?/i 
l 


. — 1 


6« 


0,9315 


0,3214 


40« 




0,2238 




+ 0,1644 


10« 


0,7370 


0,5862 


35« 




0,2382 




0,6027 


15« 


0,4628 


0,7437 


30« 




0,2265 




0,7081 


17« 35' 0,2599 


0,7747 


26« 




0,2182 




0,7487 


15« 


0,2271 


0,7859 


20« 10' 




0,1820 




0,7650 


10« 


0,2129 


0,7918 


25« 




— 0,2577 




0,6160 


5« 


0,2088 


0,7998 


30« 




— 0,3579 




0,4146 


0« 


0,2069 


0,8062 


36« 

40« 

45« 




-- 0,4381 
— 0,3615 





0,0953 

— 0,2751 

— 1. 


vind. 


^ — 0^ = 56^25', n 


ach Art 


der bisherigen 


Curven 


geordnet. 














Si- 0« 


^-^ f- 


= 


5i=46« 


^1 
l 


= 


i 


=— 1. 


■ 5« 


0,9322 


0,3207 


40« 




0,2237 




+ 0,1628 


10« 


0,7398 


0,5837 


35« 




0,2383 




0,6009 


15« 


0,4565 


0,7398 


30« 




0,2281 




0,7086 


18«50' 0,2152 


0,7727 


25« 




0,2200 




0,7489 


15« 


0,2132 


0,7820 


20« 




0,2160 




0,7689 


10« 


0,2098 


0,7914 


18« 50' 




0,2162 




0,7727 


5« 


0,2072 


0,7996 


20« 




0,1451 




0,7643 


0« 


0,2060 


0,8062 


25« 
30« 
35« 

40« 
45« 




0,0802 

— 0,3691 

— 0,4381 

— 0,3612 





0,6615 
0,4129 
0,0940 

— 0,2755 

— 1. 



118 — §12. 



VIII d. 


& = 


= ®o — 56^25', nach Art der 


nachfolgenden Curven 


geordnet. 








« 








5i= 00 


l ' 


-' 1 


= 


5i 


= 0« 


^1 «0,2050 


Vi 


= 0,8062 


6<> 




0,9322 


0,3207 




5« 


0,2072 




0,7995 


10« 




0,7398 


0,5837 




10« 


0,2098 




0,7914 


15« 




0,4565 


0,7398 




15« 


0,2132 




0,7820 


18«50' 


0,2152 


0,7727 




18« 50' 


0,2152 




0,7727 


20« 




0,2160 


0,7689 




20« 


0,1451 




0,7643 


25« 




0,2200 


0,7489 




25« 


0,0802 




0,6615 


30« 




0,2281 


0,7086 




30« 


— 0,3591 




0,4129 


35« 




0,2383 


0,6009 




35« 


— 0,4381 




0,0940 


40« 




0,2237 


0,1628 




• 40« 


— 0,3612 




— 0,2755 


45« 







— 1. 




45« 




• 




— 1. 


VIII e. 


%^ = 


56H0'. 














Ii= 0« 


X, 

l 


= ' '-T 


«0 


5i 


== 0« 


^* =0,1994 


Vi 
l 


— 0,8063 


5« 




0,9326 


0,3181 




5« 


0,2002 




0,7993 


10« 




0,7422 


0,5792 




10« 


0,1992 




0,7918 


15« 




0,4747 


0,7358 




15« 


0,1917 




0,7832 


20« 




0,2544 


0,7678 




20« 


0,1007 




0,7600 


25« 




0,2312 


0,7484 




25« 


— 0,1606 




0,6428 


30« 




0,2493 


0,7379 




30« 


— 0,3622 




0,4078 


35« 




0,2404 . 


0,5996 




35« 


— 0,4380 




0,0890 


40« 




0,2237 


0,1588 




40« 


— 0,3616 




— 0,2784 


45« 







-1. 




45« 







— 1. 


VIT! f. 

■ 


%■ — 


60«. 














Si- 0« 


X, 

l 


-' 'f 


— 


5i 


= 0« 


^=0,1232 


Vi 

l 


— 0,8032 


6« 




0,9450 


0,2880 




5« 


0,1088 




0,7942 


10« 




0,8153 


0,5342 




10« 


0,0601 




0,7746 


15« 




0,6980 


0,6772 




15« 


0,0160 




0,7554 


20« 




0,4407 


0,7325 




20« 


— 0,0981 




0,6976 


25« 




0,3294 


0,7347 




25« 


— 0,2638 




0,5644 


30« 




0,2849 


0,6965 




30« 


— 0,4002 




0,3396 


35« 




0,2624 


0,5644 




35« 


— 0,4430 




0,0425 


40« 




0,2241 


0,0981 




40« 


— 0,3639 




— 0,3062 


44« 




0,1033 


- 0,6010 




44« 


— 0,1492 




— 0,7020 


45« 







- 1. 




45« 







— 1. 



In den vorangehenden Tabellen sind für jedes ^ zwei Ab- 
theilungen zu sehen. Für die Werthe Villa, b, c und d erste 



C-.^*r -r. - 



§12. — 119 — 

Anordnung beginnt die erste Abtheilung mit l^ -= 0, lässt g^ bis 
zum Maximum wachsen und dann wieder bis l^ = abnehmen; 
man verfolgt also hierbei das Säulenende ^ wie es aus der la- 
bilen in die stabile Gleichgewichtslage übergeht (vergl. hier- 
über den Anfang des § 7 und das daselbst angegebene Ana- 
logon aus der Mechanik^ wobei man sich die Last Q von C 
abwärts nach Ä gelangend denken muss). Die zweite (hypothe- 
tische) Abtheilung beginnt und schliesst mit 1^ = 45^, d. i. 
einer unendlich grossen Horizontalkraft^ welche bis zu einem 
Minimalwerthe abnimmt. Dieser Minimalwerth entspricht einer 
bestimmten Stellung der Säule, welche jedoch von den beiden 
Gleichgewichtslagen her durch eine Horizontalkraft; nicht zu 
erreichen geht (vergl. aber § 14). Die Form derselben lässt 
sich indess hierbei nach der im § 9 angegebenen Methode 
vollständig construiren*). Von dieser Stellung aus kann so- 
dann die Säule auf zwei verschiedenen Wegen in die Grenz- 
lage (horizontale Lage) gelangen entweder (wobei die Ta- 
bellen dieses § von der Mitte aus nach oben zu lesen sind) 



*) Es sei z. B. «■ = 66^20', so ergiebt sich die Form der Säule in 
folgender Art: 

Bereits gefanden sind die Werthe, die sich zunächst auf den End- 
punkt derselben beziehen (siehe die Tabellen VIIIc S 114 und YUIc 
S. 117): 

li «20<>10'; e^j = '^^^-=40<>80'; qpj =32<>4'; ^ = 0,1820; ^=0,7660. 

Da hier q>i < r ist, so haben wir der Methode § 9 ad 1. (S. 86) zu 

folgen. Danach wächst der Winkel a dauernd; d. h. es findet keine 
Bückbiegung der Säule statt. Und zwar ist 

für 9 = — 9i : a = 

g, =. a == 2Si — 40<>20' 

y« g,j c( « 4j^ ^ 80H0' 

gj » ? a = 90° 

g, « ? a =» „1 — 2{d'' + 5i) =- 121^20'. 

Hier folge noch die Berechnnng der anderen Werthe für « = 90^ Es 

ist (s. die Formeln am Anfang des § 9): 

a = 2((ö + |i) 

sin CD 
sm 9 = -^-^r , 



^ 



— 120 — 812. 

oberhalb ilt>r Horizontalen im Wesentlichen durch anfäng- 
liches Anheben*), über ein Masimum von y hinüber (s. VlIIc 
und VIII d erste Anordnung) und mit schliesslich eintretender 



also folgt la = 24*60' und tp = 40''18'. Benntzen ' 
Oleichnngen: 

28Jn*''(co89, — coB if) >«= rHin£l 



^ = ^tg(£+2J,), 



i daraus die gesuchten Werthe für die HorizontalBtelle 

der Curve (o = 90") : 



die Form der Säule wird daher etwa durch 
Fig. 9 wiedergegeben werden. 



ein Minimnm fQr die Curve # 
Yllld, erste Anordnung) bei £, 



noch kurz darauf 

&„ (fiebe 



lieh -f = 0,S160. 



BOlcbee Maximum 



Yig I und Minimum findet aber bei der Gurre 

# — 56*20' schon nicht mehr statt, wie 
Inlginle zu diesem Zwecke besonders berechnete Werthe dartbun: 

& = fl Ij = 18"50' *'/ 1= 40" 



ö = 66'>20' 1, B. aO'lO' »'j = 40°30' 



Der theorL'tiRche Grund för die Abweichung der beiden Curven &^Sg 

= 56"26' und * = 56°20', bezüglich dieses Umstandea (dasa nämlich y 

einmal ein Minimum erreicht, das andere Mal nicht), obgleich ihre Ar- 
gumente einander so nahe liegen, kann erst aufgefunden wurden, wenn 



-i = 0,B153 


^ = 0,7727 


0,2170 
0,2160 

0,2168 


0,7726 
0,7689 
0,7666. 


^ =. 0,1820 


^ = 0,7650 


0,1911 
0,2046 
0,2091 


0,7674 

0,7668 
0,7617 



§12. - 121 — 

Schleifenbildung in der Säulenaxe*), oder (wobei die Zahlen 
der Tabelle von der Mitte nach unten hin zu verfolgen sind) 
durch allmäliges Herabziehen bis unter die Horizontale über 

ein Minimum von — hinweg in die horizontale Grenzlage 

hinein. 

Für die Werthe von %' in VHId zweite Anordnung ^ VlUe 
und f beginnt jede Abtheilung mit li = und schliesst mit 



. . . ''t . 

der Differentialqnotient -tt~ gebildet worden ist. Dies erfordert eine 

ziemlich nm standliche Rechnung und soll erst später in anderem Zu- 
sammenhange ausgeführt werden. — üebrigens fällt auch das Maxi- 
mum von —- nicht mit dem Minimum von |j zusammen, s. Villa und 

Vlllb, und die Zahlen dieser Anmerk. für ^ = 56<*20'. 

*) So ist für a- = 56<>20' und g^ = 44<> die Form der Säule fol- 

gendermassen zu erhalten: Es war 

( q, ^ 126^28' 
für L =40^ -8;^ «58« 4' \^' 

IC 

folglich wird für |i = 44« tp^ ebenfalls grösser als --- sein, also = n 

— fp^'y die Gleichung zur Bestimmung von ^^ lautet dann: 

K 



ycos(2g,) 



3K'-K(i^,), 



K TC 

worin — = 11,0625. Da hier nun &' nahe an -jti V^i nahe an 

/cos (2 50 2 

li ist, so kommt die auf S. 78 angegebene Methode zur Anwendung, 

welche &' aus der Gleichung: 

3log(-JL,)=logtg(^ + ^)+-I£= . §8(22) 
^Vcosa-/ "* '=*\4 2/ ' y'cos(2|i) 

M =» 0,43429, log M =- 9,63778 

zu bestimmen lehrt. — Für ^^ =- gj = 44« wird ^'- =■ 85«40' uud hier- 
aus mittelst der Gleichung: 

sin ^' sin ^^ »» sin f^ 
ip^ » 44« 9'. Mit diesem Werthe liefert die obige Gleichung wiederum 
^' =. 85«40'. Hiermit folgt nun: 

^ « 0,1092 ; -^ = — 0,5817. 

V V 

Die Form der ganzen Säule wird dann weiter charakterisirt durch die 
Werthe (s. § 9 ad 2): 






- 122 — § 12. 13. 

Ii = 45^ Man verfolgt hierbei den Weg des Säulenendes 
entweder von der labilen Gleichgewichtslage aus über ein Maxi- 
mum von ^ hinweg, sowie unter Umstanden , s. VIII d zweite 
Anordnung und Vllle, über ein Minimum und Maximum von 
-j- hinüber in die horizontale Grenzlage, oder von der stabilen 

Gleichgewichtslage aus, zwischen ©^ = 56^25' und @ = 56^52' 
durch geringes Anheben und darauffolgende Senkung, für 
•ö* > von Anfang an durch Herabziehen über das Mini- 

mum von -j- hinweg ebenfalls in die horizontale Grenzlage, 

worüber das Nähere in § 8 S. 84 angegeben ist. 

Diese Vorgänge werden noch anschaulicher durch die ge- 
zeichneten Curven, und zwar habe ich zwei Systeme solcher 
Curven entworfen, eines mit den Coordinaten x^^ und y^, 
(II — VII auf Taf. I), woraus also der wirkliche Weg des Säu- 
lenendes zu ersehen ist, und eines mit 1^ als Abscisse und y 

als Ordinate (Fig. IX a — f auf Tafel 11). Dies System ist 
interessant wegen seiner sich von selbst aufdrängenden Ana- 
logie in der Form mit den Curven W (Villa — f), bei denen 
li und -ö"' die Coordinaten sind. 

§ 13. Parameter ^ = 88^ 

(Eigenthümlichkeiten bei grösseren Belastungen. Wechsel in dem Gange 
von qpj. Untersuchung desselben für ^ zwischen 60® und 88^ Aufstel- 
lung der Gleichung für qpj, von welcher der Wechsel in der Art seines 

(p ^ —cpi = — 135Hl' a = 

9 = - -|- « — 90° a =2Ji — 2 0-' = — 83<>20' 



g, = if,- = 44<^9' 


a = 


cp — 


a = 2gi — 88« 


g, = iff^ ^ +44<>9' 


a = 4 li = 176<» 


<P- 2- ^*^" 


a « 2 li + 2 «•' = 259<» 



Die Säule besitzt also einen Wendepii/nkt (für a == — 83<'20') und auch 
eine Kreuztmgsstelle, deren nähere Bestimmung unterbleiben kann, übri- 
gens ebenso wie § 9 S. 94 auszuführen wäre. Die Form wird also im 
Allgemeinen durch Fig. 6 oder 7 (§ 9) veranschaulicht. 




§13. — 123 — 

Fortschreitens abhängt. Zugehöriges ^. Andere Wurzeln dieser Qlei- 
chung nebst zugehörigem &, — Bückkehr zu ^ = 88®. J^ zunächst 
negativ. Specialfall g^ => 0. Neue stabile Gleichgewichtslage. Negati- 
ves Maximum von |j. Discussion der (durch Figuren veranschaulichten') 
Resultate. Der Säulenendpunkt genöthigt in der Verticalen zu bleiben. 
Belastung, bei welcher das geführte Säulenende zu sinken beginnt. — 
Qewöhnliche stabile Gleichgewichtslage der Säule und Entfernung aus 
derselben. Zusatz» Das obere Element der Säulenaxe gezwungen in der 

VerticAlen zu bleiben.) 

Die Untersuchung über die Stellung und Form der Säule 
(vergl. § 9, 3) bei sehr grosser Verticalbelastung gewinnt durch 
zwei Punkte ein ganz besonderes Interesse^ einmal durch das 
Auftreten einer neuen (dritten und zwar stabilen) Gletchgemchts- 
luge, und sodann durch die Betrachtung resp. Berichtigung der 
bisherigen Ansichten über eine derartige Anordnung^ hei welcher 
das obere Säiilenende geradlinig geführt, d. h. gezwungen wird, 
in der Verticalen zu bleiben*). 

Die Fundamentalgleichungen bleiben dieselben wie früher 
[§ 6 (4)], nämlich: 

sin^i sin-ö*' = sinJi (2) 

Hierin ist jetzt (für -Ö- = 88^): 

K = 4,7427; log K = 0,67603, 

und für 5i=0: d-j=0 und g)i = K — | (§ 8. Anm. S. 75) also: 

9>i = 4,7427 — 1,5708 = 3,1719, also grösser als n (und zwar 
9i = ^ + 1^44'). Folglich ist sin <p^ negativ und daher mnss 
bei continuirlich wachsendem ^' g^ zunächst negativ werden. 
Konnte nun y^ im weiteren Verlauf abnehmen^ % erreichen und 
darunter gehen, so würde %^ wiederum verschwinden und so- 
dann einen positiven Werth annehmen. Uebersieht man aber 
die Tabellenreihe auf Seite 113 flf. Vllld bis f, so wächst q>i 
fortwährend, oder genauer gesprochen: tp^ geht von seinem 
Anfangswerthe wachsend über ein Maximum (s. die Anmer- 



*) Der Fall, dass das oberste Stück der Säule (d. h. das oberste Ele- 
ment der Säulenaxe) in der Verticalen zu bleiben gezwungen wird, soll 
auch bei dieser Gelegenheit zusätzlich erörtert werden. 



kungen /.a S. 78 und 80) seinem Grenzwerthe entgegen. Damit 
also die ubige Voraussetzung erfüllt werde, muss die Verände- 
rungsart von (p^ ihre Natur wechseln, und um uns hiervon 
RecheDschaft zu geben, wenden wir uns zunächst zu einer 

Untersuclumg, betreffend dl« W«TÜie von d- zwischen 60'^ 
und 88^ 
Für den Werth » = 60" war K = 2,1565 oder in Win- 
kelmaass: K = 123'*33'. Als nächster charakteristischer Werth 
von K erscheint vielleicht K = -r- = 135*. Doch bietet der- 
selbe nichts Bemerkenswerthes dar. Sodann folgt E <» n; 
hierbei sind die Resultate der Rechnung folgende: 

0,49715. 



» — 79«53'; K- 


.« — 3,14169; logK- 


1,-0" »; 


= 0" V, 


-K-f- 


1» 


1" 


90" 


5" 


6« 


91" 2')') 


10« 


10« 2- 


94« 0' 


16« 


16« 14' 


99« 67' 


20« 


21" 0' 


107" 20' 


30" 


40" 20' 


129" 25' 


40" 


76« 6' 


138" 18'') 


44« 


89" 22' 


136« 0'') 


45" 


90" 


135«. 



Bemerkungen. 1) Bei der Rechnung ist, wie man sieht, 
(p^ ^ jT — if-i zu setzen. 

2) Bei Werthen von ^,, die sehr wenig von 90* abwei- 
chen, vtsrfährt man in folgender Art: Die Fundamentalglei- 
chungeu § 6 (4) sind mit qs, ^ re — ■ t/rj folgende: 
sin ^, sin ■9-' == sin li | 

ycOB(2 6,)J 

Für t =5* ist ~i= = 3,1657, für *'==.5* ist K'= 1,5738, 



§ 8 (21) 
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also 3K' = 4,7214, folglich bleibt für F'(ti) der Rest 1,5557; 
dieser Werth entspricht aber (für denselben Modulus 5®) dem 
Werthe ^i = 88^58', wodurch der Werth 5^ für -9-' in der 
ersten obigen Gleichung nicht alterirt vrird. 

3) Das Maximum von qp^ rückt also dem Anfang der Tabelle 
entgegen, denn es lag für d- == 60® bei gi = 43^30' (und zwar 
war es ^^ = 136® 1', s. die Tabelle in der Anm. zu S. 78). 

4) Nach der Methode S. 78 gerechnet. 

Nimmt man K etwas kleiner an, so geht, wie zu erwarten, 
9)j vom ersten Quadranten in den zweiten über. Hier sind 
die Resultate, deren Berechnung jedoch nicht als wesentlich 
anzusehen ist: 



* — 79»19'; K 




3,0903; 


log K — 0,49000 


1,-0» 


#; 


= 0» 9. 


— 87» 4' 


1» 




1» 


87» 6' 


5» 




5» 


88« 5' 


10« 

•• 




10» 


91» 15' 


20» 




21» 


107» 20' 


40» 




74» 30' 


138» 9' 


46» 




90» 


135». 



Der nächst charakteristische Werth von K ist IJä. 

» = 85» 27,5' ; K = IJ «; log K = 0,59406. 

gj = 0» a-; = 0« g), = K — 1-= 135» 

1» 1»25' 135» 1' 

5» 7» 10' 135» 37' 

10» 14» 54' 137» 31' 

20» 34» 0' 142» 17' 

40» 82» 0' 139» 31' 

45» 90» 135». 

Hierbei beginnt also ^j mit demselben Werthe, mit dem es 
schliesst, nämlich mit 135», und sein Maximum ist ziemlich 
nach der Mitte der Tabelle gerückt. 

Endlich sei E<=: l^x. Dafür erhalten wir folgende Resultate: 



» — 


B7»56', K — 


11-, 


logK 


- 0,67324. 


k-v 


«•; 


-0« 


Vi — 


K-l 


-180" 


1' 




14» ff 






175"52' 


6" 




25" 21- 






168" 15' 


10" 




34" 23' 






162" 5' 


20» 




77.49' 






169" W 


40« 




86" 0' 






139" 52' 


45» 




90" 






136". 



In dieser Tabelle findet gar keine Zunahme Ton <pi mehr 
statt, das Masimum muss also bereits über den Anfang der- 
selben hinaus gegangen sein. JDaJier muss es einen Werth von 
K geben, für welche das Maximum von qo, mit seinem Anfa/ngs- 
uictihc siisatnmenfälli, so dass für ein kleineres K 9, anfäng- 
lich steigt und dann fällt, für ein grösseres K aber (p^ von 
Anfang an abnimmt. Dieser Werth von K soll nun gesucht 
werden. 

Es muss also fdr li^O: —■ ^ sein. Nun ist nach 
deu (ileiehungen § 7 (3) und (19): 

dw, coa ä, , , _, d9 

tP- = - -^- — — t« Vi «Ot * j-t- 

di, 8m# cosip, "»^i dJi 

d»' COB»' V^ 



{cosg, — tgy, -cos**' -jj]; 



U = tg ip, cos I, + cos'' »' [K'+ F- (9,)] ~ [E' + -E' (g>i)'] 

Uierzu kommen noch die beiden bereits oben wiederholten 

Fundamentalgleichungen § 6 (4). 
Jetzt ist für li = 0: 
a' = #; = 0; K' = E' = |-; ^'(Vi) = E'iVi) — ViJ 



y, == K— -j ü = l«?!,; 



> 
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Also wird 

eZli sin '9'' cos 9i \ ^^^ % 9i^ 

Um den wahren Werth zu erhalten^ setzen wir ^' sehr klein 
= d und entwickeln alle Functionen bis d* inclusive. Dann ist: 

sin O-' = d; cos^ -O-' = 1 — d^; sin J^ = d sin (p^ ; 

cos Si = 1 — ^ d^ sin^ 9?^. 
Femer: 

J }/l — sin»^' Bin« 9 J ^ 2 '^/ "^ 



• £'(g,J = /l/I— sin^O-'sin^^ Jy = /(l-id^sinV)^^ 



= (1 — t) 9i + y sin(29)i), 

K--(i+?)frE'-(i-?)f, 

p--lgV,(l-i'.mV,)+(l-«')((l+?,-)(f+»,)-|»«(2»,)j 

d. i. nach einigen Zusammenziehungen: 

J7 = tg 91 - y (y + 9i + tg 9i), 
oder, da bis auf Grössen erster Ordnung: -r- + 9i = ^ ist, 

?7 = tg 9i ~ ^- (K + tg g-O 
und folglich: 

-1 = cot 9), 1 1 + y (1 + K cot 9),)}- 

Ferner ist: 

F = 1 — 2 d* K sin 9)1 cos 9)1 
und daher: 



X cot 91 (1 + y (1 + K cot 9>,)) j , 



i 



r 



i/^, A cos 9, 12 ^' ' 2 am 7, I 

~ 2a^l»''"?'i"»«9'i + K('i»i>>''»>i - 1)] 

- 2S^l¥"''(2?.,) + K[l-2co,(2»,)]l| 

so (liiss: 

B= sm(29),) + 2K[l — 2cos(2y,)]. 

Aus der Gleichung (3) erkennen wir, dass fÖr li^O stets y^ 
= {.st, was auch durch die obigen Tabellen bestätigt wird. 
Soll nun aber auch ia,a Maximum von 91, für|^^0 eintreten, 
so mii>>s so KU sagen eine Berührung zweiten Grades statt- , 
finden und demnach auch der Factor von d verschwinden, also 
y, ao bestimmt werden, dasa ü ^ wird. 

Hetzen wir nun K = ^ + V»!, 9), = w — ^„ 2 ^, = «, so 
wird: 

H = 2a -2tp^ 
und: R = (3w — u) (1 ~ 2 cos«) ~ sin«. 

Zmiiichst ist für y, = -?-ä: u = ^; B = |«-1 = + 
ip^^x: M = 0; Bt= — 3ä =^ — 
9., = |-3r: M = y; -ß=— sin(60»}- — . 
Der Werth von u, bei welchem S verschwindet, liegt also 
zwistli(^n — und — oder 60" und 90", und wir haben nun die 
Gleichung aufzulösen: 

(8g-w)(l-aC08W) _ j ^^-^ 

oder: 

i' = log{33r — m) + log(l — 2 cos«) — log sinw = 0. 
Für u = 65" wird r = 0,1504, 

w = 61" „ Y= 9,4632 = — 0,5368 
und schtiesslich f&r 
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u = 63« 30' ist T = 0,0001 = 0. 
Der gesuchte Werth ist also w = 63«30' und hiermit: 

^1 = y = 31H5'; <p, = Ä - y = 148n5' 

und: 

K = 238« 15' = 4,15825 ; -9- = 86« 24'. 

Zur Probe habe ich nun noch für diesen Werth von K und 
zwei nahe gelegene einige Werthe von 9?^ berechnet und ge- 
funden: 

li = 1^ 5° 10^ 

für K = 237^30' = 4,14516: (p^ = Ul^'dO' 147<>30' 147^^39' 147*^38' 

asS«» 15' = 4,15825: 148^5' 148^5' 148^5' 148^9' 

239<> 0' = 4,17134: 149^0' 148^59' 148^56' 148Ul' 

Für K = 237«30' tritt also das Maximum von <p^ deutlich bei 
li = 5« ein, für K = 238« 15' bei g^ = 0«, für K = 239« 0' 
nimmt (p^ von Anfang an ab, Alles der theoretischen Ab- 
leitung gemäss. 

Die obige Gleichung (4) hat jedoch nicht nur diese eine 
Wurzel w = 63«30', sondern unendlich viele; jede liefert ein 



u 



bestimmtes 9?^ = ar — — der Art, dass für das entsprechende 

K = — + 9i = — ö — ®^^ Wechsel in der anfänglichen Be- 

wegung von tp^ eintritt. (Wird ^^ > ä, so wird sin g?^ nega- 
tiv, aber auch gleichzeitig %^ negativ, daher ändert sich in der 
Gleichung (3) beiderseits das Vorzeichen, so dass also bezüg- 
lich der Grösse ü Alles continuirlich bleibt und bezüglich 
ihres Durchganges durch Null und darauf folgenden Zeichen- 
wechsels der genannte Umstand ganz ohne Einfluss bleibt.) 
Der nächsthöhere Grenzwerth von tp^ tritt nun ein, wenn u 
negativ wird. Setzen wir: 

so wird die Gleichung (4): 

(3 7g + y) (2 cos t? — 1) ^ ^ ,^^. 

sin V ^ ^ 

und die in ganz ähnlicher Art durchzuführende Auflösung der- 
selben ergiebt: 

V = 57« 18'; <p, = ;r + -^ = 208« 39' 

Saalschutz, der belastete Stab. 9 



i 



r 



und: 

K = |- + ,., = 298« 39' = 5,20632 ; # = 88° 45'. 

Die niiehste Wurzel v der Gleichung (4a) ist grösser als x, 
denn würde man v •= x — v, setzen, so würde die linke Seite 
von ('4a) dauernd negativ bleiben; erst die Substitutionen v 
= w + üj und V ^ 2 » — V, würden Wurzeln liefern. — Der 
nächste Werth von tp^ wäre daher auch: 

^, > ^ und folglich K > ^ ; a > 89° 54'. 



Somit ist die Lücke zwischen «■ = 60° und » = 88» nu- 
merisch wie theoretisch ausgefüllt, und wir haben es als er- 
wiesen zu erachten, dass f Or K = 4,7427 = 271° 44', d. i. » 
= 88" als zwischen 86* 24' und 88° 45' liegend, der Winkel 90, 
von Aüliing an dauernd abnehmen muss. — Wir setzen nun, 
so langt? ipi grösser als x bleibt: 

9i =• " + ^i 



/'" l "qo, 






.(5) 



so linäs die Gleichungen (l) und (2) die Form annehmen: 

sin &■' sin tp^ = — sin |, . ) 
Aus iliDen folgt, wie bereits oben bemerkt, ein negatives 6,. 
Nehmen wir jedoch zunächst den Specialfall ipi ^ x, also ^, 
= 0, SU ergiebt sich ^ = und dann weiter ans (1) oder (6): 

3£' = K, K'= 1,5809, log K' = 0,19890. 
Hierzu gehört 0''= 9''9', und die Gleichungen zur Bestimmung 
der (Joordinaten des Endpunktes [§ 6 (10) und (11)] nehmen 
hier, Ja noch: 

E' + £'(y,) — 3E' + «'(♦.)! 
und speciell f^ = ist, die einfachere Form an: 
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r^ sin ti = — 2 sin ^' 
r^costi = 6E' — 3K' 

fi cos ti 



6E' — K 



^1 = 



K 






(8) 



Aus diesen Formeln folgt: 



X 



:^ = 0,975; y = - 0,067. 

Die Richtung des letzten Curvenelementes wird 
durch die Gleichung: 

«1 = 20'' + 2gi , . . §6 (7) 

bestimmt, so dass hier «i = 2^' = 18® 18' wird. 
Die Form der Säule ist demnach die in Fig. 10 
skizzirte. Da hier keine HorizontaTkraft anzuwen- 
den ist, um die Säule in dieser Lage zu erhalten, 
so befindet sie sich im Gleichgewicht, 

Liegt ferner ^g zwischen 1^44' und oder 
%'' zwischen und 9^9', so ist l^ negativ, und 
es sei: 

li 1. . . . . . (9) 

Dann muss § ein Maximum erreichen, welches näherungsweise 
bei ^' = 4® 30' eintreten wird. Zur Berechnung dieses Wer- 
thes und des zugehörigen von V'g dienen die Gleichungen (2) 
und (6) d. §. Wir können diefee aber mit vollkommen ans- 
treichender Näherung für die Rechnung bequemer gestalten. 
Da nämlich § sowie auch ^2 sehr klein sein werden, so können 
wir die Sinus mit den Bogen vertauschen oder auch cos (2 IJ 
= cos (2 1) = 1 setzen. Somit werden die genannten Glei- 
chungen : 

sin 'O' . ^2 =^ S 
3K' + ^2 = K 




(10) 



oder, indem wir '9'' (und somit K') als gegeben ansehen, 

^, = K-3K' I ^jj^ 

Nun ist für «•' = 4»30': log K' = 0,19679, 3 K'== 4,7197, 

folglich: 

^2 = 4,7427 — 4,7197 = 0,0230 = 1<'20', 

I = 0,07846 . 0,0230 = 0,0018 = 0» 6'. 



i 



Die (ilekhuagea zur Bestimmung von x^ und yi bleiben im 
Wesentlichen die Mberen, nämlich: 



r, sin£, = —2 sin*' 
i-iCosS, — 2(3E' + »,) 



-K 



■ • (12) 



und ergeben die Werthe 



^ = 0,998;; -Y = -0,037; «i = 8M8'. 

Die Säule befindet sich also zwischen der verticalen und der 
besprochenen neuen Gleichgewichtslage. Nehmen wir man fQr 
^, noch einige positive Werthe, eo ist Qber die Art der Be- 
rechnung nichts Neues zu sagen und wir erhalten I 

Zusamiuenstellung: 



IJ 1 


=0 » 


— 9, 


= »!+ 1"44' 


Hl f 


— «,— 0" 


2) 


-o«e' 


4"80' 


»+ l"2(r 


0,998 


-0,037 8« 48 


3) 





9" r 


« 


0,975 


-0,067 isnr 


4) 


+ !• 


16« 6' 


i— 3«36' 


0,924 


-0,084 84"10' 


ö) 


■tn 


19"30' 


n- 6" 0' 


0,896 


-0,078 43" 0' 


6) 


6" 


28»20' 


«—12" 44' 


0,781 


-0,031 68"4ff 


7) 


;|0 


33"32' 


;t-16"2r 


0,711 


+0,000 85» 4' 


8) 


15" 


43n6' 


«-22«11' 


0,521 


+0,013 116" 16' 


9) 


20" 


51»22' 


!t-25"6e' 


0,372 


-0,027 142"44' 


lOj 


25" 


59"42' 


it— 29»18' 


0,236 


-0,116 169"24 


U)« 


W 


85"59' 


!t-40" 8' 


0,031 


-0,696 261'6g 


12).. 


45" 


90» 


«-46« 


0. 


-1. 270". 


Diese 


Itesultate sind durch die bell 


olgenden 1 


iguren 11,1—13 



mit entsprechender Nummer Teranschaulicht. In denselben 
bedeutEt der kleine horizontale Pfeil die Richtung, in welcher 



*) Dia Coordinaten des WendepuntteB TT [b. § 9 Gl. (11)] aind 
^ O.Wyi l, y x= — 0,214 2; diejenigen des EreuzimgBpuiikteH f [s, § 6 
I und (IT)] a: — 0,1111, y = —0,4291. 
**) Die Figat deutet nur eine starke Annäheniiig od die Qreni- 



§ 13. 



133 



eine Horizontalkraft anzuwenden ist; um die Säule in der be- 
treffenden Stellung zu erhalten. Bei 3. fehlt derselbe, weil 
keine Horizontalkraft anzuwenden ist; bei 2. geht er nach 
rechts, bei 4. nach links: d. h. aus den beiden Stellungen 2. 
und 4. strebt die Säule ihrerseits nach der Stellung 3. Die 
Fig. llyS bezeichnet also eine stabile Gleichgewichtslage der Säule. 

Wir wollen nun sehen, bevor wir die Figuren weiter ver- 
folgen und deuten, wie gross mindestens die Belastung P sein 
muss, damit die bezeichnete. Gleichgewichtslage möglich werde. 

Das Vorhandensein derselben rührte daher, dass für die 
Yerticalstellung (Fig. ll,l) 9?i > jr war. Der Grenzfall wird 

also 9?i = Ä sein, also da 9?i = K — -- ist: 

K-f-«; K = ^ (13) 

Diesem K entspricht der Werth O* «= 87^ 56'. Nun ist aber 
E = aZ [§ 4 (3)], also ist für die gesuchte Belastung: 

P ,o 9 TT* 



a^P = 



WE 



und 



folglich ist: 



2 72 

^0* "^ WE 



P = 



4 



9P. 







§ 4 (8) 



(14) 



d. h. die oben cha/rakterisirte dritte Gleichgwichtslage kann erst 
eintreten, wenn die Belastung neun Mal so gross als diejenige 



Fig. 11 



1. 



Gl 



2. 



3. 



4. 
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ist, bei welcher überhaupt eine dauernde Abweichung der Säule 
von der Verticaien möglich wird*). 

Fahren wir nun in der Betrachtung der Figuren fort, so 
sehen wir^ dass in der Stellung 5) die Abweichung von der 
Verticaien ein negatives Maximum erreicht, d. h. einer solchen 
Lage, bei welcher das Umschlagen der ganzen Säule nach 
links hin am leichtesten (durch einen Zufall) herbeigeführt 
werden kann. Die Fig. 6 zeigt die Säule in mehr gekrümm- 
ter Stellung unter Anwendung einer grösseren Horizontalkraft; 
und Fig. 7 in solcher Lage, dass ihr oberer Endpunkt wieder 
in der Verticaien liegt, während das obere Element der Curve 
mit derselben den Winkel «^ = 85^4' bildet. Wird also das 
obere Element geradlinig geführt (etwa durch Schlittenführung, 
wie bei der Pleuelstange einer Dampfmaschine), so wird bei einer 
Belastung P= 9,115 P« (entsprechend -Ö- = 88® s. Tab. S. 34) 
die Säule aus der ursprünglichen verticaien Stellung in die 
Lage 7) hinabsinken und in derselben wie in einer Gleich- 
gewichtslage verharren. Den Vorgang dieser Bewegung kann 
man sich in folgender Art vorstellen. Würde die Säule um 
0,115 Pq entlastet, so dass die Belastung nur 9Pq bliebe, so 
verharrte sie noch in der verticaien Stellung; vermehrte man 
dann wieder die Belastung um einen Bruchtheil von 0,115 P^, 
so würde sie in eine Zwischenstellung zwischen 1) und 7) etwa 
in die durch Fig. 12 (S. 136) dargestellte, hinabsinken. Um sie also 
in dieser Lage zu erhalten, wäre eine Belastung kleiner als 
9,115 Po und eine gewisse negativ gerichtete Horizontalkraft 
(so wie bei Fig. 11,7 geschieht) erforderlich. Dies kann man 
auch so ausdrücken: es müsste bei Belassung der Last Ps= 
9,115 Po eine vertical aufwärts gerichtete Kraft, etwa Pa, und 
eine Horizontalkraft, etwa Bc, auf das Säulenende wirken; die 
Resultante dieser Kräfte wäre Bb, folglich übt das Säulenende 
gegen seine Führung einen Druck in der entgegengesetzten Bich- 



*) Da sich das Stock CB der Säule (Fig. 10) so verhält, als ob 
es far sich in C eingewurzelt wäre (s. § 9, ad 2. a. E.), so folgt jetzt, 
dass im Grenzfall CB -« ^ der ganzen Länge AB sein mnss, weil es 
dnrch die 9 fache Belastung aus der Verticaien erst abgelenkt wird. 
Dies findet man auch direct, wenn man in der betreffenden Gleichung 
des § 9 (jpi = TT oder t/^j = setzt. 



- 136 - 



§13. 



tung Bd aas; da aber die Führung nur einen Horizontaldruck 
erwidern 'kann, so sinkt das Säulenende aus der Vertical- 

atellung so weit hinab, bis der ganze Druck 
horizontal gerichtet ist, d. h. bis zur Stellung 
Fig. 11,7. Dieser Horizontaldruck gegen die 
Führung ist für 0- = 88^: ifj = P • tg (2 gj) 
= P.tgl8<^ = 0,325 P. 

Aus dieser Ueherlegung folgt, dass die 
Möglichkeit einer solchen Lage erst dann ein- 
tritt , wenn P^ 9 Pq ist. Dies Resultat steht 
mit der bisherigen Annahme nicht in üeber- 
einstimmung, vielmehr bestimmte man bis- 
her diese Belastung aus einer transcendenten 
Gleichung*), • die in unsern Bezeichnungen 
lautet: al = tg(al). 

Derselben genügt (zunächst nach a = 0) der 

P 



Fig. 12. 

Werth»*) aZ = 4,495 oder -^. = 20,19 = 8,184^, also P 

8,184 Po statt 9Po. Diese Abweichung (um ca. 
9 Proc.) ist sehr erklärlich , denn obige Gleichung 

beruht auf der Vernachlässigung von \-^\ gegen 

1 im Ausdruck für den Krümmungshalbmesser. 
Man ist aber zu dieser Vernachlässigung gar- 
nicht berechtigt, da die Curvenrichtung'en im 
Allgemeinen durchaus nicht um unendlich wenig 
von der. Verticalen abweichen, wie aus den an- 
gegebenen Winkeln des Curvenendes (a^) zu er- 
sehen ist. — Bei dieser Gelegenheit sei noch be- 
merkt, dass eine Gleichgewichtslage nach Art der 
Fig. 13, wie auch bisher angenommen wurde, 




n 
II 

II 




nicht existirt. 



*) Grashof, Festigkeitslehre. S. 112. 

**) Man setze aZ = tt -(- **» ^o ^^t man tg(aQ = tgw und daher 
tgM — t* — TT = 0. Für t* = 77^ ist die linke Seite 4,331 — 1,844 — 3,142 
= — 0,155, für w -= 78<> ist sie 4,705 — 1,361 — 3,142 = + 0,202, also 
liegt u zwischen 77® und 78°, folglich dl zwischen 4,486 und 4,503 etc. 
wie oben angegeben. 
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Die Betrachtung der weiteren Nummern in der Zusammen- 
stellung S. 132 und der dazu gehörigen Figuren liefert keine 
neuen Resultate, zeigt im Gegen theil, dass die bisher gewonne- 
nen auch bei dieser starken Belastung gültig bleiben. Dem- 
gemäss giebt es auch hier die sonstige stabile Gleichgewichts- 
lage, von der aus die Säule allmälig ebenfalls in die hori- 
zontal gestreckte Lage gebracht werden kann. Dies ersieht 
man noch specieller durch folgende Zahlen*): 



|,= 0« Ö';^=88« 9J,= 0» ^-=-0,577 ^=0,421 «1=176« 



10« 
15« 
25« 
40« 
45« 



87« 57' 
88« 10' 
89« 2' 
90« 
90« 



10« 
15« 
25» 
40« 

45« 



— 0,626 

— 0,627 

— 0,525 

— 0,256 
0. 



0,201 
0,076 

— 0,296 

- 0,677 
-1. 



195«54' 
206«20' 
228« 4' 
260« 
270«. 



n 
II 



Zusatz. Wir wollen jetzt noch den Fall erörtern, das 

Säulenende werde so geführt, dass das letzte Element der 

Säulenaxe die Verticale berührt (s. Fig. 14). Da in 

diesem Falle das untere Ende J., das obere Ende B 

und die Mitte C der gebogenen Säule von verticalen 

Elementen gebildet werden, so ist es kaum anders 

möglich, als dass in der Mitte jedes der beiden 

Theile AC, BC ein Wendepunkt W resp. W^ sich 

bildet und dass somit die Säule in vier congruente 

Theile: AW, WC, CW,, W,B, getheilt wird. 

^' Denken wir uns nun im Punkte Wi an dem 

Theile BW^ nach oben hin, in selbigem Punkte 

an dem Theile W^CW nach unten hin zwei gleiche 

entgegengesetzt gerichtete verticale Kräfte an- 

Fig. 14. gebracht, ebenso im Punkte TT am Theile W^CW 

nach oben hin, im selbigen Punkte an dem Theile WA nach 




*) Die Rechnung ist bei diesen grossen Werthen von &' nicht ganz 
streng, aber für den Zweck der Uebersicht vollkommen hinreichend in 
folgender Art geführt worden: Es sei z. B. Ij = 10<^, so folgt, da ^' 
nahe an 90^ liegt, nahezu cp^ = 10^; daraus ergiebt sich für -O*' zwi- 

K 
sehen 85<* und 90^ F' {(pi) = 0,1754, femer ^ = 4,8926, also 

K cos (2 gl) 
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unten hin zwei solche Kräfte wirkend, und zwar jede dieser 
vier Kräfte = der Belastung der Säule P, so wird der Gleich- 
gewichtszustand nicht gestört, und denken wir uns jetzt die 
Säule in W durchgeschnitten, so 'behält der Theil Ä TT dieselbe 
Form und zwar aus dem Grunde, weil bei W keine Krüm- 
mung vorhanden ist, also auch kein Kraftepaar erforderlich 
ist, wie ein solches für jeden andern Punkt nöthig wäre, um 
die Form des Curvenelementes zu erhalten, um nun die Be- 
lastung P zu finden, für welche überhaupt der Punkt W aus 
der Yerticalen auszuweichen beginnen kann, haben wir in der 

Gleichung § 4 (8) P statt Pq und — statt l zu setzen. Dies 
giebt: 

Behalten wir also Pq in früherer Bedeutung bei, so ist 
die Belastung, bei der eine Abweichung aus der Verticalen 
eben möglich wird oder wirklich stattfindet: 

P^ 16 Po (15) 

Dies Resultat war bekannt, hingegen konnte man bisher weder 
die Form der Curve, noch auch das Moment des in B (statt 
der Führung) mrkendm Kräftepaares finden. Beides macht aber 
jetzt keine weitere Schwierigkeit. Wir haben zunächst (vor- 
ausgesetzt, dass die Bedingung (15) erfüllt wird) in der Glei- 
chung § 4 (3) - statt l zu setzen, also ^«, (indem Alles, was 

sich auf den Wendepunkt bezieht, mit dem Index w versehen 
wird) durch die Gleichung: 

K» = ^' = |, (16) 

ZU bestimmen. Dann sind die Coordinaten des Wendepunktes 
{x^ und y„,): 



K' = 4,8926 — 0,1754 = 4,7172, logK' = 0,67369, folglich (Legendre 

tab. I) : -Ö-' =» 87 -^ =87^57'. — Eine genauere Methode s. § 8 S. 70ff., 

welche bereits bei kleineren Werthen von ^' als daselbst angegeben 
mit hinreichender Annäherung anwendbar ist, und insbesondere Glei- 
chung (8). 



' '! (17) 

2 sin d'to l 
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Die Coordinaten von C sind doppelt so gross. — Bezeichne 
ich ferner das Moment des genannten Eräftepaares in B mit 
M, so kann ich das Moment der wirkenden Kräfte für den 
Punkt Ä in doppelter Art ausdrücken. Denke ich mir nämlich 
die Säule wie vorher in W zerschnitten, so ist es =i P - y^, 
für die unzerschnittene Säule ist es aber = M (weil die Rich- 
tung von P durch A hindurchgeht), also ist: 

M=P.y„,=^^^^l (18) 



I Ich füge noch hinzu, dass das Stück ^TK einer Säulen- 

I curye von der Länge l geometrisch ähnlich ist, wenn letztere 

i . 1 

1 mit einer Last Q =" tö ^ belastet wird. Um dies streng zu 

erweisen und überhaupt um dem etwaigen Vorwurf einer ober- 
flächlichen Betrachtungsweise zu entgegen, will ich die bis- 
herigen Resultate nochmals, nämlich direct von der Differen- 
tialgleichung an entwickeln. 

Sind die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
X und y, der Krümmungsradius derselben q, so ist das für 
ihn von der Belastung P herrührende Moment = — Pt/, 
das des Kräftepaares: Jf, und daher gilt die Gleichung: 

= - Py + M, 



Q 



oder: 

Pt/ -f Jf . . . (19) 



WE' 


(' 


dx'^ 


' — — 


n wie 


bisher: a^ — 


P 

WE 


• 




M 

y p 


— 






M 
P 


— ni 



und: 



(20) 
(21) 



80 wird die Gleichung (19): 
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i'^my 



- a'e. 



Die Einführung von -t- '= p und Multiplicatioo mit pdx ^da 
liefert: 

dz _, 

^ = — c^edB, 

(1 + pT 
uud iutogrirt: 

^^ = ^ + C. (23) 

Nun ist; 

i'-a w 

also für x=0 wird [nach (^0) und (21)]: * = — »j, p = 

und daher: 

, ' = 1 — ^ (m* - 2^) . . . . (25) 

Die weitere Entwickelung ist ganz analog derjenigen in § 2 
und § 3, und daher mit nur wenigen Erläuternngen yerstlind- 
lieh. — äubstituire: 

„ = a« (m* — «»), (26) 

as = +]/^»w^ — M. 
Für LJeu Wendepunkt ist -w-^ = 0, also y — m =» 0, daher 
für ein kleineres y: z ■=y — m negativ, daher ist für die 
Ötreekü A W: 

az = — ya?'m^ — n , (27) 

af- = ^~J— (28) 



oder: 



Ferner [nach (25)]: 



Vi+P' 
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U 

'-2 



, dz du dz 



p p du' 

2adx = - — ^' — —... . . . (30) 

Substituire: 

u = a^rn^ sin^9), (31) 

und erhalte nun folgende Zusammenstellung einander ent- 
sprechender Werthe für die Punkte Ä (Anfangspunkt), W 
(Wendepunkt), C (Mittelpunkt), Fi (Wendepunkt), JB (End- 
punkt): 

Es ist für Ä: y = 0] = — m-, w == 0; <p = 

W m 

C p- = o 

dx 

Wi y ^= m 

B — m 

Daher ist für einen beliebigen Punkt: 



a^ m^ 


2 





;r 


a* m^ 


Sn 
2 





2;r. 



aa; = / 





d 



oder: 



-y"('-j) 

;: _-- -- ^ • 

1/ 1 — sin* qp 

f 4 



• • 



(32) 



Setze ich nun: 



so wird: 



a^m^ 



f^ = smV, (33) 

aX'=2E{(p,ii) — F{(ip,ii), . . . . (34) 



\ 



r 
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ferner : 

y = js -\- m, 
also: ay =■ 28iii^(l — cos^), .... (35) 

uud dii? Bogenlänge s wegen 



-A 



(S6) 



Daher tÜe ganze Länge AB = l: 

!-lj'(2»,rt-3-F(5,c), 



oder : 



'-F 



,c), (37) 

welche (rleichung zur Bestimmung von ft -dient Ferner ist 
für W: 9 = 1, also A W= ^ f{^, f») = ^. • (38) 

Bezeichne ich n\in F(^,(tl mit Ky,, .£(|-, fi.j mit E„ und das 

zugehörige ft mit #„, so ist, nenn ich die Gleichungen (34) 
uud (yfi) durch (37) dividire: 

y = ^■2Bia»„(l — coB<p)-^, 
und fiir den Punkt W: 

'■-(sr-')i 



(39) 



y.r~- 



2aing iB 1 



(40) 



und dos Moment M = Pm—P- =Sii d. i. nach (37): 
goiiau wie oben. — Endlich ist noch nach (37): 

w-iS-Ki m 

Betrachte ich nun eine oben freie Säule mit der Belastui^ Q 
uud der Länge l, den Constanten E, E, die ich mit dem 
Index q yersebe, so ist für dieselbe: 



-^■28m*, (1 — coB>p)-l 






^). 



(43) 



Nimmt man aber Ö •= t^ P ^^) so ^olgt mit Rücksicht 
auf (42): 

Kj = K„ und somit &, = *., E, = E„ etc., 
daher sind die Coordinaten in (39) und (40) = t der ent- 
aprechendett Coordinaten in (43) und folglich ist, wie Ter- 
spTocheo wurde, streng bewiesen: das untere Stück äer obi-n 
ängesteanglen Säule (bis eu dem W^depunJUe) ist einer oben 
freien Säule von gleicher Länge geomeirisek ähnlich — und gwar 
im Verhältniss 1:4 verjüngt — falls die letztere mit r^ ^'^' 
Belastung der ersteren beschwert mrd. 

Bezeichne ich mit Xi und y^ die Coordinaten des End- 
punktes einer solchen freien Säule gleicher Länge, deren #, ^ 
dem &K der unfreien Säule ist, so ist die Entfernung des 
Anfangs- nnd Endpunktes der unfreien Säule: 
AS = X (s. Fig. 14 S. 137): 

X = 4a:„ = a;„ (44) 

und die grösste Ansbiegung: CD ■= Y 

r_29.~|. (45) 

Bei sehr grosser Belastung, namlich der 
artiger, daes fr«, dessen Werth aus (16) oder 
(37) (als fi) zu finden ist, grösser als 45" wird, 
ist die Form der Säule, da bei der freien Säule 
a, = 2d ist [s. § 4 (21)], die durch Fig 15 
angegebene. In diesem Falle giebt es zwei ^'e u 

Punkte E und F der unteren und oberen Wölbung, die ein- 




r 
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ander zunäclist Hegen und deren Enfemnng d sei; dieselbe 
ist, wenn xi„ die Abacisse des höchsten Punktes der ent- 
sprecheaden freien Säule (in welchem die Tangente also hori- 
zontal ist) bedeutet, deren vierten Theil die AbscisBe von E 
(Fig. 15), wie oben nachgewiesen bildet: 

d = X — 2 . ^ = a;, - ^ . . . . (46) 

Wenn d = eder negativ wird, so üben die beiden 
Säulen Wölbungen einen Druck gegen einander aus; hierdurch 
wird aber das Problem derartig verändert, dass ich von der 
Behandlung dieses Falles hier absehe und diesen Paragraphen 
mit zwei Zahlenbeispielen (unter Benutzung der Tabelle S. 34) 
seh Hesse. 

Für P = 16 1,015 Po = 16,24 Po ist #„= 10» und somitr 
X = 0,97Z; T=0,1U; Jlf =16- i.OlöP« ■ ^*J— — 0,89Poi. 
Für P = 16 • 1,518 P« = 24,29 Po ist *„ = 50« und somit 
schou die Form der Fig. 15 erreicht, daher: X = 0,35?; Y = 
0,40/; 3f=4,81Poi; (i = 0,35i — J - 0,38! = 0,16i. Für 
P= 16 ■ 1,884 Po = 30,14 Po wäre schon x^<~ also d ne- 
gativ, so dass dann bereits Berilhrong und Druck der beiden 
Säulen Wölbungen stattfinden würde. 

§ 14. Parameter # = SS"»©'. 

(CharakteristiBcher UnterBchied gegen den Parameter & =• 88". Die dritte 
Gleichgewichtslage isolirt von den beiden andern. Werthe für frj, t'^^ 
und die beiden *'„^. — Form der Säule in einzelnen Fallen. Sänlen- 
glieder, Änfsätze, Säntenstnmpfe. Terl^ltniBs der Länge der eiDselaen 
Gliedör, Richtungen der Tangenten in den Wendepunkten. Weitere 
Äufsi^hluase über die Curve W. Mechanische Bedeutung ihres isoUrtat 
Tbcilf. Zuaammengeaetzte Säule. — Resum^ des aweiten AbachnitleB.) 

Der Unterschied des jetzigen Parameters von dem vorigen 
{& = 88") beruht darin, dass zwischen beiden der Wertli 
& = 88''45' mitten inne liegt, welcher der Gleichung (4a) des 
voriffen § entsprechend die Grenze angiebt, hinter welcher ^i 
von Anfang an wieder steyt. Dadurch wird bedingt, daas die 
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dritte Gleichgewichtslage nicht mehr mit der ersten (Vertical- 
stellung) in Zusammenhang zu bringen geht^ sondern dass 
sie von den beiden anderen isolirt dasteht. — Die Constanteu 
sind : 

K = 6,1277 ; log K = 0,78730; P = 15,218 P^] 

und für gj = 

<p^ = K — I = 4,5569 = Ä + 8P 5,5'. 

Die Fundamentalgleichungen sind: 

sin 9)1 sin d-' = sin l^ ) 

K (1) 

Die dritte Gleichgewichtslage wird erhalten, wenn (p^ = 7t 

wird, sodann ist 

3 K' = K (2) 

K' == 2,0426, 

dazu gehört ^' = 55^22'. 

Da aber <p^ von seinem Anfangswerthe an steigt, so kann es 
nicht continuirlich zum Werthe 7t gelangen, wie bereits vor- 
her bemerkt worden -ist. Wir haben hier also hier drei Aus- 
gangspunkte für die Bewegung des Säulenendpunktes. Gehen 
wir von der Verticalstellung aus, so geht q)^ von sr + 81^55' 

über -^ zu seinem Grenzwerthe — 3r = 315®, während g^ ne- 

gativ bleibt. Gehen wir von der zweiten Gleichgewichtslage 
aus, so wächst g)^ von bis 45 ^ Endlich mit der dritten 
Gleichgewichtslage beginnend, können wir auf zwei Wegen 
weiter gehen; einmal mit positivem l^: dabei fällt <P| von 7t 

bis — ; oder mit negativem g^ : dabei steigt <pi von sr bis — • 

Die Werthe von -Ö*', welche den drei Ausgangspunkten ent- 
sprechend mit d'jj d'jjj %'jjj bezeichnet sind, habe ich im Fol- 
genden nicht ganz scharf angegeben, sondern meistens nur 
als in einem bestimmten Intervall von 5 zu 5® liegend ange- 
zeigt und dies durch das Zeichen 00 bezeichnet. 

Geht man also zuerst von der Verticalstellung aus und 
setzt: 

9>i = ^ + ^2*5 l\ = —i, 

SftftUohütz, der belMtete Stab. 10 
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so ist: sin ip^ ^^^ ^' = sin S ] 

Diese Gleichungen liefern folgende Grenzen für d'\ und zwar 
genauer d'ji 

2. P loo5<> 6. 20^ 20OJ25Ö 10. 40« 79« 

3. 5« öoolO« 7. 25« 30oo35« 11. 44« 89«43'35" 

4. 10« lOojlö« 8. 30« 45oo50« 12. 45« 90«. 

Gehen wir von der gewöhnlichen stabilen Gleichgewichtslage 
aus, so gelten folgende Gleichungen: 

sin (pi sin d'' == sin Si ) 

K (4) 

Diese liefern das zweite -ö*', und zwar stets sehr gross, näm- 
lich **) : 

13.Si = 'a'^^=89<>30' 17.|i = 15^ 'Ö'^^ =89*^36' 21.gi==36<> ö;^^>89<^54' 

14. 1« 89<^29,6' 18. 20« 89°42' 22. 40*^ =?— U" 

' 2 * 

15. 5° 89<>28' 19. 25<> 89*>50' 23. 44° 90*^ 

16. 10«^ 89^30' 20. 30<> 89<>Ö4' 24. 460 90®. 

Endlich gehen wir von der dritten Gleichgewichtslage aus; 
von derselben giebt es, wie bereits erwähnt, zwei Wege bis 
zur Endlage der Säule, nämlich mit Hülfe einer nach links 
gerichteten Horizontalkraft (Ij positiv) oder einer nach rechts 
gerichteten Horizontalkraft (S^ negativ = — ^), Die Glei- 
chungen für den ersten Weg sind mit <pj = ä — ^^ und -Ö*' 



sin Vi sin •9'' = sin 1^ 



l/cos (2 Si) 



(5) 



*) Von No. 6 an ist V2>90<^, daher (pi^2n—% und K'+2^'(9i) 
= 6 K' — JP'C'Vs) zu setzen. 

**) Ueber die Methode der Rechnung s. die Anmerkung zu S. 137. 
Bei No. 22 ist die genauere Methode [§ 8 (8)] gewählt. 
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, Diese liefern folgende Werthe: 

25. ^,=0Jd'^j^^6b^22' 29. ^,=W -0-^^^= 60^66 <> 33. 5i=36« &^^^^S0<^S6'^ 

26. 1*^ 55r^60<> 30. 20° 66^70° 34. 40° 88° 57' 

27. 5° 56^60° 31. 26° 70~75° 35. 44° . 90°— ll" 

28. 10° 60^65° 32. 30° 76~80° 36. 45° 90°. 

Für den zweiten Weg gelten wieder die Gleichungen (3) d. § 
und liefern (als zweite Wurzeln): 

37. 5=0 »^j^ = 5Ö°22' 41. 1=15° »^^^ = 55^^60° 45. 5«-85° »^^^ = 80^^85° 



88. 


1° 


>55° 


42. 


20° 


60~65° 


46. 


40° 


87° 48' 


39. 


5° 


<55° 


43. 


25° 


65r^70° 


47. 


44° 


90°— 19" 


40. 


10° 


= 55° 


44. 


30° 


70^^75° 


48. 


45° 


90°. 



Mit Hülfe der angegebenen Werthe Hessen sich aus den be- 
kannten Formehi § 6 (19) und (11), worin nur: 

fttr No. 1 bis 4 statt K' + F\q>i): 3 K' + 2^(V2), 

statt W + E'(ipi): 3 E ' -f JS' {i>^), 

5 K' - rii,,), 
bW-E'if,), 

K' + r{g>,), 
E' + E'(q>,), 

SW - E' (II;,), 

3K' + J"(M 
SW + E'(^,) 



5 


„12 


7} 


13 


„24 


77 


25 


„86 


>; 
;> 


37 


„48 


)7 



w 



>^ 



;> 



7? 



77 



77 



;? 



zu setzen wäre, die Coordinaten des Endpunktes -y und y be- 

rechnen. Ich selbst habe die Rechnung nur für wenige Werthe 
durchgeführt: Es ist für 

No. 1. y = 1 No. 10. y* = 0,0338 No. 12. ^ = 

^i = ^•- = 0,3909 ^^ = 1 

No. 13. ^ == —0,6736 No.22.^ 0,1861 No. 24.^ = 

^•= 0,3263 ^^ = -0,7558 ^ 1 

10* 
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No. 25. j' = 0,2290 No. 34 *' = -0,0154 No. 36. f = 
^ 0,2685 ^■-=-0,6871 ^=-1 

No. 37. j' = 0,2290 No. 46. "J' = —0,1899 No. 48. -^ = 

^ = - 0,2685 -^'- = 0,4774 |- = 1. 

Durch diese Angaben wird bestätigt, dass die Ueberfübrung 
der Säule aus einer Gleichgewichtslage in die andere mittelst 
einer (nach rechts oder nach links gerichteten) Horizontalkraft 
uieht möglieh ist. Für fr = 88** war die Verticalstellnng mit 
der neuen Gleicbge wich fca läge noch möglich in Zusammenhang 
zu bringen; der Grund dafür ist oben bereits angegeben. 

Die Form der Säule ist in diesen Fällen ziemlich kraus, 
jedooh in mehrfacher Beziehung lehrreich. Sie ist mit Hülfe 
der Formeln des § 9: 

sin 0) ^ sin 9> sin 9-' 
« - 2 (o + S.) 

und tier Endwerthe der Coordinaten (y und y] auch ohne 
specielle Eechnung im Allgemeinen anzugeben möglich. Die 
hauptsUcMichaten zUBammengehörigen Werthe sind dabei fol- 
gende : 

No. :o. 

J,_ -40«; »'— 79»24'; ♦, — 40"51'i (»,-. 2«— *, — 319»9'. 
jy— -9, ly— — 270" r9>=-240" [y — -(i-l-«.,) 
U-ll U — 78M8'U — 36"40'l<t-=0 
Wendepunkt 

,'g>=— « j<F (^ — Ps)}'^' 2" [91 = — ^3 

1b 80" 1« 160" U 238»48' U = — 160» 

Wendepunkt 

U = -80" U — 1« — 78"48' — o, s. Pig. 16. 



§ 14. 



149 



No. 22. 

I, = 40«; »' = 90»; q>i = 40«. 



9 

a 



la = 80Ma = 160M 



n 

a = 260« = «1 



s. Fig. 17, 



li 



9 



. No. 34. 

= 40«; »' = 88« 57'; Vi = 40«; g,^ = jr — ^i = 140«. 

g? = — ^1 |g? = l(p = ti 
« =0 l« =80M« = 160« 



(Pi)^ 2 







« = -97« 54' 
Wendepunkt 



n 



lig. 16. 



9^= 2 

[ « == 257« 54' = rq 

. Fig. 17. 



s. Fig. 18. 

Fig. 18. 
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No. 46. 
_40»; »' = 87«48'; il>., = 40»2'; (p^ = jt + Vü = 222«2'. 



a 



= — 9>i 

= 



9 
a 



— X 

— 80« 



n 
2" 



'P='-Y . |(p = 

a = -255«36' (a = — 80« 

Wendepunkt 



a = 



\tt =95» 36' = «, s. Fig. 19. 

Endlicli für die Gleichgewichtslage: 

No. 25 und 37. 

I, = 0; *' = 55»22'; 9>, = jT = 180". 

[q^ = — yj** 2 (<p = ]f ^^ ~2 

U =0 \a = -110"44'U ■= oU = 110»22' = K, 
Wendepunkt s. Fig. 20 




Betrachten wir diese Figuren genauer, so erinnern sie durch 
ihre Glieder — wobei ich unter dem Ausdrucke Glied einen 
Theil der Figur verstehen will, welche von einer Stelle, die 
im Piniif" der Curve der Verticalen parallel läuft (fßr welche 
« = L), aber nicht « = 180" ist), bis zur nächsten Stelle der- 
selben Art reicht — an die in §. 9 S. 38 bewiesene Behaup- 
tung: J.lfis letzte Glied einer Säule verhalte sich genau so, als 
oh es viiir sdhständige Säule ioäre. An diesen Satz wollen wir 
noch weitere Folgerungen anknüpfen. 
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A 

Wir köunen ihn in zweierlei Richtung erweitern: Einer- 
seits können wir statt des letzteli Gliedes auch die Summe 
der beiden letzten oder die Summe der drei letzten Glieder 
nehmen u. s. w. Andererseits können wir auch eine ganze 
Säule zum letzten Gliede einer andern (natürlich sonst unbe- 
lasteten) machen. Mit anderen Worten: wir können von einer 
gegebenen Säule ein-, awei- oder mehrgliedrige Aufsätze abtrennen 
und dadurch die Säule verkürzen — wobei das unten zurück- 
bleibende Stück für die Betrachtung werthlos wird und der 
abgetrennte Aufsatz den Charakter der Säule annimmt — 
odef^ für eine ganze Säule einen Säulenstumpf suchen und da- 
durch die Säule vervollständigen. Um dies durch den Calcül 
zu verfolgen, bezeichnen wir die Grössen, die sich auf die ur- 
sprüngliche Säule beziehen, wie bisher mit 

diejenigen, die sich auf den ersten Aufsatz beziehen (wobei das 
unterste Glied der Säule zum Stumpfe wird) mit Strichen 
oberhalb der Buchstaben, also mit 

K V K' %>' ^ y'isPi) I; 
diejenigen, die sich auf den zweiten Aufsatz beziehen (wobei 
die beiden untersten Glieder der Säule zum Stumpfe werden) mit 

Ferner bezeichnen wir die Grössen, die sich auf die einmal 
vervollständigte Säule beziehen, mit Strichen unter den Buch- 
staben, also mit: 

K <9; K' #' ^1 F\(p^) f 5 

die sich auf die zweimal vervollständigte Säule beziehen, mit: 

K d^ K/ ^' (p, F{tp,) L 

Die Grössen d'' und K' bleiben bei diesen Operationen unver- 
ändert. 

Besteht nun eine Säule nur aus einetn Gliede, so ist q)^ 

kleiner als — und die einzige Verticalstelle bei (p = — (pi 

(Säulenwurzel); besteht die Säule aus zwei Gliedern, so ist 9?^ 

grösser als — und = ä — V'u ^i© zweite Verticalstelle is^ dann 
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für qp == — ti] bei einer dreigliedrigen Säule ist qpi = 2;r4-^4 
und die Verticalstellen finden sich bei 9? = — (jt — ^4) und 
<p = — ^^. Hieraus ergiebt sich folgende Reihenfolge der 
Grössen q)^, wenn wir Sie beim obersten Säulengliede mit x^ 
bezeichnen: 

Xif ^ — Xij ^^ + %xj 3jnc — xi . . . (6) 
Jede dieser Grossen kann als (p^ angesehen werden^ und es 

sind dann die Grossen nach links hin als g)^, qp^ . . ., nach 
rechts als qpi, 91 ... zu verstehen. 
Dann gelten die Gleichungen: 



{K' + i^>;)} Vco8(2 §J = K = a .T 
jr + i^'(9>i)}>^cos(2y = K = a . J 



(7) 



Oder wenn wir nach einander die Werthe der Reihe (6) 
nehmen und das oberste E willkürlich als K ansehen: 

{3K' - F'(z.)}l/co8(2|i) = K = a .7 
{5K' + F'0t.)}l/cos(2|i) = K = a.i 
{7K' - r(zO}Kcos(2|0 = K = « . Z 



(8) 



Ziehen wir die erste Gleichung von der zweiten ab, die zweite 
von der dritten u. s. w., und bezeichnen die Bogenlänge des 
obersten Säulengliedes mit <^|, des folgenden mit 6^ etc., so 
dass also: 







«^i 


— l 










ff. 


*l 


■l 
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— l 


-l 








ff* 


— l 
etc., 


■l 




so erhalten 


wir 


folgende Verhältnisse für die Länge 


der Sau 


lenglieder: 
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(10 b) 



Fig. 21. 



ff, : ff, : <r, : <r, : . . . = K' + F'(Xi) : 2[K' - i^'(Zt)] 

:2[K' + F'(x^)]:2[K'-rix^)]■. (9) 

Hieraus folgt im Besondern ^ wenn das oberste Säulenglied 
und deshalb auch die ganze Säule sich ohne Horizontalkraft 
im Gleichgewicht befindet: ;Ci = ^ ^^^ daher: 

d. h. das oberste Glied ist halb so lang als das zweite ; aber 
dies und die folgenden sind unter einander gleich lang. Das 
oberste Glied hat keinen Wendepunkt, für das zweite Glied 
hat die Tangente am Wendepunkte die Richtung: 

a, = -2(#'-y (10a) 

für das dritte hat sie die Richtung: 

«3 = 2(^' + g,) = a, . 

d. h. sie ist parallel dem obersten Curvenele- 
mente*, für das vierte ist wiederum: 

a^ = -2('^' — y = «2. . (10c) 

u. s. w. In dem besondern Falle ^i = ist: 

«2 = — «15 «3 = «iJ «4 = — «1 etc. 
Es sind dann also das zweite und die folgen- 
den Glieder einander congruent und das erste 
ist congruent einer Gliedhälfte*) (s. Fig. 21). 

Ist li negativ, so ist in den vorhergehen- 
den Gleichungen nur — § statt 1^ und — Xq 
statt Xi ^^ setzen; sonst bleibt Alles unge- 
ändert. 

Die Beweise für diese Behauptungen sind *^ 
entweder in § 9 gegeben oder aus den dorti- 
gen Ableitungen sehr leicht zu bilden. * 

Die durch Fig. 21 dargestellte Säule befindet sich im 
Gleichgewicht, ebenso ihre Aufsätze, und zwar der dritte IB 



II 
II 




*) Dass ein derartig geformter Stab im Grieichgewichte sein muss, 
folgt schon ans der Statik, indem man sich in den einzelnen Wende- 
punkten, die mit dem Endpunkte in derselben Verticalen liegen, zwei 
entgegengesetzt gerichtete Kräfte, jede == P, angebracht und den Stab 
sodann in diesen Punkten zerschnitten denken kann. — In der Figur 
hat das oberste Glied den Parameter ^ = 60^. 
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in der ge wohnlichen stabilen Gleichgewichtslage , der zweite 
21JS in der dritten Gleichgewichtslage, der erste und die 
ganze Säule in einer (noch nicht besprochenen) vierten oder 
fünften. Jedenfalls kann aber auch die ganze Säule die ge- 
wöhnliche stabile oder die dritte (oder die vierte) Gleichge- 
wichtslage annehmen. Wir wollen nun die unteren Grenzen 
der verhältnissmässigen Belastungen P : Pq aufsuchen, bei 
denen die Säule ausser der stabilen noch andere Gleichge- 
wichtslagen annehmen kann. Dazu dienen die Gleichungen (8). 
Wir setzen darin l^ und Xi = 0« D^^ erste Gleichung wird 
dann : 

K = K'. 

Setzen wir hierin für K' den kleinsten Werth, den es anneh- 

men kann, — , so folgt das P für K oder für al : P =^ Pq^ ^ 

= 0. Dies bezeichnet die Säule, bei welcher die stabile 
Lage sich gerade von der verticalen Stellung trennt. Denken 
wir uns jetzt diese Säule als Aufsatz .auf einen Stumpf gesetzt, 
so tritt die zweite Gleichung in Kraft. Diese giebt: 

3K' = K 
d. i. ^* Ir 

Daraus folgt P= 9Po, -Ö" == 87^56'. Dieser Werth ist bereits 
in § 13 auf anderem Wege gefunden worden. Betrachten wir 
jetzt diese Säule als Aufsatz, so giebt die dritte Gleichung: 

5K' = K 

"2" = ^• 

Daraus folgt P = 25-Po; '»'> 89^^54'. 

Wir sehen also: Für eine Belastung zvoischen Pq und 9Po 
liünn die Säule ausser der Verticälstellung nur eine Gleichge- 
tvichtslage annehmen, für P zmschen 9Pq und 25Pq zwei Gleich- 
gewichtslagen j für P zwischen 25 Pq und 4:9 Pq drei Gleichge- 
%vichtslagen u. s, w. Oder tvenn das Gewicht für die kürzeste 
Säule von der Länge l = Pq ist, so verhalten sich die Säulen- 
längen, wenn das Getvicht ungeändert bleibt, wie 1:3:5:7 etc. 

Betrachten wir jetzt die Fig. 18 S. 149. Die Säule hat nur 
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einen Aufsatz. Daher kommen nur die ersten beiden Gll. (8) 
zur Anwendung: 

[K' + r (Xi)] V^^^WV> = K=a.T 

{3K'^JF'(;Ci)}/cos(2y « K= a./. 

Darin ist gl = 40^, d^" = 88« 57', Xi = 40«, ^ = 89« 30', folg- 
lich ergiebt sich 

K:K=T:/ = 0,4182:1, 

und aus K folgt: ^ = 71« 15'. Das Stück vom Wendepunkte 
an ist also 0,42 der ganzen Länge und die verhältnissmässige 
Belastung desselben 2,66 Pq (während dieselbe Belastung bei 
der ganzen Säule 15,52 Pq ist). 

Betrachten wir jetzt Fig. 16 S. 149! Daselbst ist ein Ho- 
rizontalzug nach rechts, also gi negativ === — |, ;i;i = — Zo; 
die Säule hat zwei Aufsätze, also werden die Gleichungen (8): 

[K' - F\x„)} yTo^2j) =K. . . (Ha) 

{3K' + J^(^{>/cos(2|) = K. . . (Hb) 

{ 5 K' - r (xo) ) V'^2f) = K . . . (11c) 
Für den ersten Aufsatz gilt die Gleichung (11 b). Es ist 
nun »' = 79<»24', Xo = 40»51' (K' = 3,0973, i?^(xo) = 0,7794), 

daher folgt K : K =T: i = 0,6848 : 1 und Ö^ = 86Ö32'. Dabei 
ist S, = — 40", so dass für den Parameter % =» 86* 32' die 
Werthe %' = 79« 24' und gj = — 40« i^iisammengehören. Daher 
muss für diesen Parameter die Curve W^ noch einen linksseitigen 
Zweig besitzen. Dies ist aber auch in der That der Fall. Die 
Gleichungen der Curve ^ werden mit 6i = — | und <pi = 

sin ^^2 sin d"' ==: sin g; 

Für I = 30« ist ,— - _ - = 5,935 und der kleinste Werth von 

3K' -{- F\f^) = 6,3 (bei -9-' nahe an 40«); also giebt dies 
noch keinen Punkt der Curve. Für g =|= 35« hingegen ist 

, ^ = 7,177 und das Minimum von 3K'+i^'(^2) = 6,56 

yco8(2 5,) ' ^ ^^'^ 

(bei d"' zwischen 40« und 45«). Daher giebt es bereits zwei 
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Curvenpunkte, und zwar d'j nahe an 35^*), d'jj zwischen 55^ 
und 60^. Der Curvenzweig beginnt also bei einem Werthe 
von I zwischen 30^ und 35^, endigt bei | = 45^ und hat etwa 
die Form wie die rechtsliegenden Zweige der Ourven Villa 
und VIII b **) (Tafel II). 

Durch diesen Umstand werden aber in zwiefacher Hin- 
sicht Zweifel beseitigt und das ganze Problem zur Abrundung 
gebracht 

Erstens in mathematischer Hinsicht Zeichnet man die 
Curve ^ für ^ = 89^30' und die Curve W für 'Ö- = 88^ 
letztere nach den in § 13 gegebenen Werthen von |^ und &' 
hin/ so stehen diese einander unvermittelt gegenüber. Fügt 
man aber zur letzteren den linksseitigen Zweig hinzu, was in 
Fig. XIII (Tafel III) geschehen ist, so kann man leicht über- 
sehen, wie nach Analogie der Ourven VIII die beiden Zweige 
sich mehr und mehr einander nähern, wie es in Fig. XIV, 
die für den Parameter d' = 88^ 42' entworfen wurde, der Fall 
ist, dann kreuzen und in anderem Sinne wieder trennen wer- 
den, was bei -ö* = 89® 30' (s. Fig. XV) bereits eingetreten ist. 
Die (fast gerade) Linie im Scheitel der Figuren bezieht sich 
in ihrer linken Hälfte auf ^^ = — |, d. h. auf eine positive 
Horizontalkraft, die die Säule aus der stabilen Gleichgewichts- 
lage heraus horizontal zu strecken strebt. 

Zweitens in mechanischer Hinsicht Für '9' = 86^32' ist 
der linksseitige Curvenzweig noch isolirt, es konnte also eine 
Säule, die dem Parameter '^ = 86^32' entsprechend belastet 
ist, nicht von einer der beiden Gleichgewichtslagen aus in die 
Form gebracht werden, welche der erste Aufsatz in Fig. 16 
hat. Die ganze Form der Fig. 16 folgt aber continuirlich aus 
der allmäligen Biegung der Säule von der Verticalstellung her. 
Daraus lässt sich der Schluss ziehen: 



*) Sehr bald links hinter der Verticalstelie der Curve ^ wird in 

ihrem untern Theile 'V'2 > V ^^d daher mit i/>.^ = tc — 1^3 : 3 K'-|- JP'(t/;jj) 

= 6K' — F\^^)\ dies ist bereits für |i = 35^ der Fall. 

**) Solche Curvenäste für ein negatives |i existiren bei jedem Pa- 
rameter ^, da die obigen Gleichungen jedenfalls immer durch die 
Werthe g = i^^ =" ^5% 'ö*' « 90« erfüllt werden können. 
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Die isolirten Theile der Curven W für & < &q und die 
linksseitigen Theile aller Curven, welche für die Säulen selbst 
ohne speciellen Werth m sein schienen, gewinnen ihre physika- 
lische Bedeutung dadurch, dass die Säule in continuirlicher Form- 
Wandelung eine diesen isolirten Curventheilen entsprechende Ge- 
stalt anzunehmen vermag, sobald sie nicht fest eingewurzelt da- 
steht, sondern den Aufsatz einer vollständigeren Säule bildet. 

In dieser Art können wir nun auch selbst zusammen- 
gesetzte Säulen bilden. Nehmen wir z. B. aus dem zweiten 
Theile der Curve W iür %• = 50^ die Werthe 

1^ = 30«, ^' = 56^, tp, = ^V&, 

so ist das letztere als %^ anzusehen, und es folgt, da K' 
= 2,0571, F'(9i) = 0,6800 ist, nach der zweiten Gleichung (8): 



K = [3K' - rix,)] ycos(2 gj = 3,8828, 

log ^=0,58915 und daraus ;9;=85M5' und das.Verhältniss 

der Längen: l : l sehr nahe =1:2 (also Pq : P^ sehr nahe = 

4 : 1). Betrachten wir die vervollständigte Säule noch ein 
Mal im Ganzen, so erhalten wir folgende besondere Punkte: 

(p = — (Pi= — 142^54'; a = Verticalstelle (Säulen wurzel), 
9? = — |-; a = —2{d'' — y = —52^ Wendepunkt, 

9) = — ^1 = —37^6'; a = Verticalstelle (Beginn des Auf- 

• Satzes), 
9) = 0; a = 2 li = 60^, 

9) = -^5 a = 2{^' + li) = «1 = 172« Endpunkt. 

Noch ein anderes Beispiel! Im ersten Theil der Curve 
?r für «• = 50" finden sich die Werthe: 

1^=5«, ^' = 14» 26', g.1 = 20n4' = Zi- 
Dazu: K' = 1,5967, F'ix^) = 0,3536. 

Vervollständigen wir die Säule zwei Mal hinter einander, so 
gelten dafür die Gleichungen: 

K = { K'-\-F' (xi) } /cos (2 O; logK = 0,2868; & = 50" 

K = {3K'— i?"(xi)}l/cos(2|i); logK = 0,6437; ö;=87ni' 

K = {5K' + ^'(xi)}ycos"(2l7); logK = 0,9177; %^ > 89»54'. 
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Die VerhSltnisse der Säulenglieder sind der Proportion (9) 
zufolge : 

6,8 (d. i. etwa =4:5:8) 
und die Winkel der Tangenten 
an den Wendepunkten den Gll. 
(10) gemäss: 

a, =39"12'j 

«j 9« 12'; 

a, = aj = 390 12'. 
Demgemäss ist die Form der 
vollständigen Säule ohngefälii 
die durct Fig. 22 dargestellte. 
Wir haben nocli die Analyse 
der Fig. 16 zu Ende zu fahren. 
Für den zweiten Äofsatz der- 
selben (s. Fig. 23) gilt die Gl. 
(IIa). Aus dieser folgt log^ 
= 9,98495 und somit: 
0,1576:1, 
ff, : ffa : ÖS = 16 : 52 : 32. 

& ist nicht mehr reell, da K < -- ist, d. h. der zweite Äufeate 
würde nach Aufhören der Uorizontalkraft in die verticale 
Lage zurückkehren. Und in der That ist: 

3*0 : Po = K* : K' = 40,24 : 1, 
also P, welches = 15,218 P^ (Anfang d. §) war, = ^^^^K 
oder etwa P ^ ^ P,,, also jedenfalls kleiner als die Grenzbe- 
Idstuiig P(, für den Aufsatz. 

Fassen wir jetzt zum Schlüsse dieses Abschnittes die ge- 
wouij'i'nen hauptsächlichsten Resultate noch einmal zusammen: 

1) Die belastete Säule kann nach der Grösse und Be- 
lastung P eine, zwei oder mehrere Gleich gewichtsstellttngen 

■.'WE 




Ist P<P,=- 



) ist nur eine, die Verti- 



t 



IstelluDg möglich; ist P>P(, aber kleiner als QPq, so ist 
s^or der genannten noch eine zweite (gebogene) Form mög- 
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lieh; liegt P zwischen 9 Pq und 25 P^, so kann sie noch eine 
dritte Gleichgewichtslage annehmen; zwischen der Belastung 
25 Pq und 49 Pq noch eine vierte und so fort. 

2) Die üeberführung aus einer Gleichgewichtslage in die 
andere mit Hülfe einer horizontal (positiv oder negativ) wir- 
kenden Kraft ist je der Grösse der Belastung entsprechend 
möglich oder nicht möglich; im ersten Falle erreicht die 
Horizontalkraft in einer bestimmten Zwischenstellung ein 
Maximum. 

3) Es giebt Säulenformen, welche durch eine bestimmte 
Horizontalkraffc bei gegebener Belastung erhalten (d. h. be- 
wahrt) werden können, ohne dass die Säule auf continuirliche 
Art aus einer Gleichgewichtslage in diese Form gebracht 
werden könnte*). 

4) Hat eine Säule eine aufwärts gerichtete Verticalstelle**), 
so kann sie daselbst zerschnitten und der abgetrennte Aufsatz 
ohne Aenderung der Kräfte und der Form eingewurzelt werden. 
Umgekehrt kann jede Säule entwurzelt und zum Aufsatz eines 
Säulenstumpfes bestimmter Form gemacht werden. 

5) Auf die genannten Umstände sind gewisse Curven***) 
von bestimmendem Einflüsse, an deren eigenthümliche Form- 
änderung in Folge geänderten Parameters hier nur erinnert 
werden mag. 

6) Die unter 3) genannten isolirten Formen treten bei 
den Säulenaufsätzen von selbst, d. h. in Continuität mit der 
Gleichgewichtslage der ganzen Säule ein. 

7) Wird der Endpunkt einer belasteten Säule gezwungen, 
in der ursprünglichen Yerticalen zu bleiben, so senkt er 
sich in derselben erst herab, wenn die Belastung P ^ 9 P^ 
ist Ist das oberste Element der Säulenaxe derartig einge- 
klemmt, dass es gezwungen wird, in der Yerticalen zu gleiten, 
80 beginnt die Möglichkeit der Senkung erst, wenn P 
S 16 Pq ist . 

♦) Steht in Znsammenliang mit dem isolirten Zweige der Curve W. 
**) D. h. eine Stelle, für welche a = 0, aber nicht = 180^ ist. 
**♦) Die Curven W^d^, &'); auch wäre die Gleichung (4) des § 13 
bier zu nennen. 
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Dritter^' Abschnitt. 

Die Säule unter Einwirkung einer Kraft, deren Siehtimg 
bestimmten Bedingungen unterworfen ist. 

§15. Anwendung der gewonnenen Resultate. — Aufgabe 

über eine positive Horizontalkraft. 

(Theorie und Zahlenbeispiel.) 

Wir haben bisher in genügender Vollständigkeit eine 
Säule betrachtet, welche unter dem Einfluss einer Belastung 
und einer an ihrem oberen Ende wirkenden positiven oder ne- 
gativen (d. h. auswärts oder einwärts gerichteten) Horizontal- 
kraft steht. Es wird dem Leser nicht entgangen sein, dass 
hiermit die allgemeine Aufgabe gelost ist: die Form Verände- 
rung eines Stabes zu bestimmen, welcher von einer beliebig 
gerichteten Kraft ergriffen wird. Es ist eben nur nöthig, die 
gegebene Kraft bei aufstehend gedachtem Stabe in eine ver- 
ticale und eine horizontale Componente zu zerlegen, um hie- 

durch unsere Grössen P und IT oder F und p == Ä = tang(25) 

zu erhalten. Allerdings tritt dabei die Beschränkung ein, dass 
die gedachte Kraft mit der Axe des Stabes keinen grosseren 
als einen rechten Winkel einschliessen darf. Abgesehen hier- 
von ist aber die Aufgabe bei einer nach Grösse und Richtung 
bestimmt gegebenen Kraft, vorausgesetzt, dass durch die Bie- 
gung des Stabes sich Grösse und Richtung nicht ändert, so 
einfach und direct nach dem Früheren zu behandeln, dass 
darüber noch Etwas hinzuzufügen nicht nöthig erscheint. 

Dagegen sollen im Folgenden einige nicht unmittelbar zu 
übersehende Anwendungen der bisher entwickelten Principien 
gemacht werden, deren erste selbständig dasteht und den Weg 
zur Lösung einer Reihe ähnlicher Aufgaben zu bezeichnen 
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geeignet ist; während die anderen sich eng an den bisherigen 
Inhalt dieser Schrift anschliessen. 

Die erste der vorerwähnten Anwendungen ist folgende 
Aufgabe (Fig. 24): 

Die Spitze B eines verticalen unten fest eingelassenen 
Stabes {AB) wird von einem* Seil ge- 
gebener Länge ergriffen, dessen anderer 
Endpunkt an einer bestimmten Stelle 
der Horizontalen (C) befestigt wird; 
welches ist die Gestalt der Curve, in 
welche die Axe des ursprünglich gera- 
den Stabes übergeht, und welches sind 
insbesondere die Coordinaten ihres End- 
punktes?*) 

Auflösung. Fassen wir die Auf- 
gabe in grösster Vollständigkeit auf; so 
müssen wir auch die Verlängerung des Seils in Folge der 
Spannung berücksichtigen und in Rechnung ziehen. Es be- 
zeichne demgemäss für das Seil: 

?! die ursprüngliche (gegebene) Länge , 
2^1 den Querschnitt, 
El den Elasticitätsmodul, 

T die nach der Befestigung in ihm vorhandene (un- 
bekannte) Spannung, 

ßk T seine Verlängerung, also ß = -^^. 

Für den Stab, dessen Querschnitt wir constant anneh- 
men, behalten ?, E, W die bisherige Bedeutung (s. § 1). 
Endlich sei noch 

c die gegebene Entfernung ^AC und 

Xi = BGy yi = AG die Coordinaten des Endpunktes B, 

Stellen wir (s. Fig. 24) die Spannung T durch die Länge 
BD dar, so sind BF = H und BE = P die beiden Compö- 



*) Der geehrte Leser wird vielleicht bei dieser Aufgabe an die 
Spiele seiner Enabenzeit erinnert, indem er die Figur nach unten hin 
verdoppelt denkt und dann das Abbild einer gespannten Armbrust vor 
sich hat. 

SftftUchüiz, der beUsteie Stab. 11 
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nenten derselben; daher ist nacli den in § 2 (am Anfang) und 
§ 3 (8) eingeführten Bezeichnungen: 

ts(DBE) = J = Ä = tg(2|) und somit ^ DB E ^ 2^. {l) 
Nun ist nach dem Obigen 

BC=l,(l+ßI)-l,(l+J^^,. . . (2) 
iiiul somit nach der Figur: 

i;Ccos(2£) = !, (cos(2£) + ^P)=i, | 

;/Csin(2e-;,(8iiiC2 6) + |SPtg(2B)-e-!(,.) 
Ferner liefern uns die Gleichungen (17) des § 3 in Ver- 
bindung mit den Gleichungen (22) desselben §, x^ und y^ als 
bekannte Functionen der unbekannten Grössen P (oder a = 

y ,|,^-, s. § 1) und I, etwa: 

"='-«^'01 (4) 

Wir haben also 4 Gleichungen zur Bestimmung der 4 
Unbekannten P, |, Xi, y^ und das Problem ist somit ein be- 
stimmtes und . lösbares. 

Die Lösung ist indess nur durch Näherung ausführbar 
und diese beginnen wir damit, dass wir die kleine Grösse 
ß^i) setzen. Dann werden die obigen Gleichungen (3): 

X, =Z, cos(2|) (5a) 

y,=c-?.ain(2|), (5 b) 

uud lue Gleichungen (4) heissen specieller [s. § 5 (16) und 
C17J imd § 3 (22)]: 

ax^ = r, )/cos2g cos (gj — 2|)' ■ ■ ■ (6a) 

a^i =r,>^c^i sin(£i-2^), • ■ ■ (6b) 
wobei: 

r^ sin S, = 2 sin d'eos (p^, (7a) 

»-,co8£, = 2(e'-£:'(9.o)) - (K'— ■P^(9'ü)) ■ (7b) 
wiihrenil noch: 

sin*' sinqPp = sin^ (8a) 

K' — F'(w.)= , "^ ■ ■ - ■ (8b) 
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Aus den Gleichungen (7) folgt jetzt: 

itrt = 28ina'^ cos (Po .^. 

^^' ' 2^E' -^' (<,,)) ~(r- 2^' (cp,))' ' * ^""^ 

und durch jCombination der Gleichungen (5) und (6): 

tgai-26) = f 8ec(2|)-tg(2|). . . . (10) 

• 1 

Man wähle jetzt einen passend erscheinenden Werth für 
I und berechne t,^ aus (10); dann nehme man %^ an, be- 
rechne (pQ aus (8 a), dann die Functionen E' = E (mod-ö*'), 
K' = K(modn E'{<p,) = E{<p„ ^'), F'{<p,) = F{^„&^ aus 
den Legendr ersehen Tabellen und hiermit 5i a^s (9)» Stimmen 
die beiden Werthe von t,^ nicht überein, so ändere man -ö*' so 

lange, bis dies der Fall ist. Sodann berechne man 



>/co8 (2 J) 

aus (8 b), rj aus (7 a) und vergleiche die Werthe für rCj aus 

(6a) und (5a): 

_ r, cos (fi — 2g) , rj cos (f^ — 2 J) , , .^ ,,. 

^1 = -tl ^^= k-->(yo) "^^ ^^ ^ ^1 COS (25). 

y cos (2 I) 

Diese müssen übereinstimmen; im andern Falle ist % falsch 
gewählt und die ganze Rechnung muss so oft wiederholt wer- 
den, bis die üebereinstimmung erzielt ist*). — Schliesslich 
kann man noch aus (8 b) die Grösse a, hieraus P = WEa^, 
T=Psec(2|) und damit die Länge BC aus der Gleichung 
(2) berechnen und mit diesem genaueren Werthe statt l^ — 
die ganze Rechnung noch einmal wiederholen, falls die Resul- 
tate der ersten Näherung (/S = 0) für den vorliegenden Zweck 
nicht schon hinreichend genau erscheinen sollten. 

Ein Zahlenbeispiel möge das ganze Verfahren noch mehr 
veranschaulichen! Es sei: 

li = Ij c = - L 
Dann lautet die Gleichung (10): 

tgfe-2S) = isec(2|)-tg(2|). • • (11) 

*) Man wird sich hierbei mit einer nur ohngefähren Üeberein- 
stimmung der beiden Werthe von Jj so lange begnügen können, als die 
beiden Werthe von x^^ noch weit von einander abweichen. 

11* 
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Denken wir uns nun, um einen Begriff von der Grösse 
des Winkels | zu erhalten, zwei geometrische Grenzlagen! 
Schlagen wir (s. Fig. 25) um C mit der Länge l^ einen Bogen, 

der die Verticale in B^ 
trifft, so bezeichnet der 
Winkel bei B^ eine obere 
Grenze für 2|, nennen 
wir sie o, so ist*): 

AG « ofc ^ 

sino=^-^=.^-,2|<o. 

^'«' ^^' ^»- *«• Ferner nehme der Stab 

die Form einer geraden Linie an, so erhalten wir ein gleich- 
schenkliges Dreieck AGB (Fig. 26) und darin giebt der halbe 
Winkel an der Spitze u die untere Grenze an; es ist also: 

sinw = 2y, 2|>w. 

In unserem Beispiele ist sino = ö, sinw = -, also: o = 30^, 

u= 14^29', daher liegt | jedenfalls zwischen 15^ und 7^15', 
und wir wählen deshalb zunächst in runder Zahl: 

S = 10«. 

Damit giebt die Gleichung (11): 

t, = 29« 33'; log tg t, = 9,7535. 

Für '9''= 15« erhält man dann 9)q = 42«8' und hierdurch 
aus (9): 

logtge, = 9,7096, 

also gegen den obigen Werth zu klein. 

^' = 20« giebt log tg g^ = 9,8143 
-^'==17« „ „ 9,7473 

^' = 18« „ „ 9,7703, 

also liegt -d*' zwischen 17« und 18« und wir nehmen vorlaufig 
-Ö"' = 17« als richtigen Werth an. Mit diesem Werthe folgt 
nun weiter: 



*) Dies ist nur möglich wenn l^ > c, im andern Falle ist =» 90®, 
also |< 46^ 
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H Cf) - "« (¥?§^) -= «>»M8, 

während 

log (^) = log cos (25) = 9,9730 

sich ergiebt. Die Diflferenz beider Werthe D: 

B = 10,0538 — 9,9730 = 0,0808 

ist also positiv. 

Für g = 8^ folgt -a-' = 18<^ und hiermit in gleicher Art 
B = 9,9861 — 9,9828 = 0,0033, also noch positiv aber merk- 
lich kleiner. 

Für I = 7^50' folgt -9-' = 18^6'*) und mit diesem Werthe 
D =9,9836 — 9,9842 = — 0,0006, welche geringe Diflferenz 
wir als üebereinstimmung gelten lassen wollen. — Hieraus 
finden wir nun die Schlussresultate. Zunächst folgt log (al) 

= 0,0550, d. i. kleiner als log (|^j, sodass also die Vertical- 

componente P der Spannung T keine dauernde Biegung des 
Stabes hervorzubringen vermöchte. Bringen wir die Grössen 

P, H, T mit dem Grenzwerthe Po = '^- [§ 4 (8)] in Be- 



4.V 



f2 ah 



Ziehung, so ist p- = / — ) daher: 

P = 0,5219 Po 
5^=0,1464 Po 

r = 0,5420 Po, 

femer: 

x^ = 0,96 1 

y^ = 0,23 1, 

und wenn wir die Tangente £«7" (Fig. 24) ziehen: 

^ JBE = «1 = 2(^' — g) = 20^32^, 

womit wir die Aufgabe als gelöst betrachten und dem ge- 
neigten Ermessen des Lesers anheimstellen wollen, einen mit 
Hülfe von T corrigirten Werth von BG, wobei die Kenntniss 
des Querschnittes und des Elasticitätsmodulus des Seiles noth- 
wendig würde, einer neuen gleichartigen Rechnung zu Grunde 
zu legen. 

*) Die beiden Werthe von logtgf sind hierbei: 9,7455 und 9,7459. 



— 166 — §16. 

§16. Aufgabe, den üebergang der Säule ans einer Gleicli- 

gewichtslage in die andere betreffend. 

(Dynamisclie uud statische Lösung der Aufgabe. Unbestimmtheit der 
zweiten Methode. Präcisirung derselben durch die zugefügte Bedingung: 
die Kraft senkrecht zum letzten Curvenelement. Allgemeine Formeln 
dieses Problems. Einführung des Winkels v und des Hülfswinkels ß. 
Die weitere Ausführung angeknüpft an specielle Werthe von &.) 

Die weiteren Aufgaben, die wir als Anwendung der ent- 
wickelten Prineipien dieser Schrift lösen wollen, sind aus der 
Frage hervorgegangen, in welcher Weise die Säule, wenn man 
sie sich selbst überliesse, aus der labilen Gleichgewichtslage 
in die stabile gelangen würde. Bei geringeren Belastungen, 
die einem Winkel -ö* < 0^ entsprechen — d. h. bei denen es 
möglich ist, das Säulenende aus der einen Lage mittelst einer 
Horizontalkraft in die andere überzuführen — , könnte man 
sich vorstellen, dass dasselbe eine ähnliche Curve beschriebe, 
wie es unter der Einwirkung genannter Horizontalkraft ge- 
schieht, und wie es an der betreffenden Stelle (-ö* = 50^ § 7) 
berechnet und figürlich dargestellt worden ist. Allein für 
grössere Belastungen haben wir gesehen, dass es nicht mög- 
lich ist, mit Hülfe einer Horizontalkraft die Säule allmälig 
derartig zu biegen oder vielmehr sich neigen zu lassen, dass 
sie continuirlich aus der verticalen Stellung in die stabile 
Gleichgewichtslage gelange und es ist daher interessant, zu 
untersuchen, in welcher Weise dennoch bei eigener Bewegung 
des Säulenendes eine von vornherein jedenfalls vorauszusetzende 
Continuität erzielt wird. Die Aufgabe lässt eine doppelte Be- 
handlungsweise zu, eine dynamische und eine statische: Ent- 
weder nämlich denken wir uns das Säulenende (nachdem es 
einen sehr schwachen Stoss erhalten) vollkommen sich selbst 
überlassen; in diesem Falle wird es mit beschleunigter Ge- 
schwindigkeit in die Gleichgewichtslage hineingelangen, über 
dieselbe hinausschwingen, wieder zurückkehren und so all- 
mälig nach einer Reihe Oscillationen in derselben zur Ruhe 
gelangen. Die Verfolgung dieser Bewegungen würde auf eine 
partielle Differentialgleichung führen, deren Aufgabe es wäre, 
die Ordinate y eines beliebigen Punktes als Function der 
Abscisse x und der Zeit t zu bestimmen, d. h. anzugeben, 
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in welcher Horizontalentfernung (j/) von einem bestimmten 
Ponkte der Verticalen (in der Höhe x) zu gegebener Zeit {f) 
ein Punkt der Säule angetroffen würde. Diese Behandlung 
des Problems soll hier nicht unternommen werden. Oäer wir 
nehmen an, dass gegen das Säulenende eine Kraft geriehiH sei, 
genügend, d. h. eigenflick um ein Geringes zu Hein, um die 
Säule in irgend einem Zwisckenstadium zwischen der Anfangs- 
und Endlage eu erhalten. Auf diese Weise wird die wirkliche 
Bewegung der Säulenoxe in eine geometrische Verrüokuag 
ihrer einzelnen Punkte umgewandelt und das Problem auf 
diese Art zu einem tauschen gemacht, dessen Behandlungs- 
weise sich eng an die vorangehenden Resultate unserer Arbeit 
anschliesst. 

Während aber das dynamische Problem (unter Voraus- 
setzung der obengenannten Anfangsbedingungen) ein bestimm- 
tes ist, ist das statische Problem unhestimmt. Ein Änalogon 
aus der Mechanik ist folgendes : Wenn ein Körper auf schiefer 
Ebene (s. Fig. 27) von A nach B herabgleitet, so wird er 
in ganz bestimmter Flugbahn durch 
die Luft sich weiter bewegen und 
so z. B. den Punkt C erreichen. 
Wird aber der Körper an einem 
Seile festgehalten, so kann er auf 
unendlich vielen ihm herguslellenden 
Bahnen von A Ober B nach C ge- 
langen. Eine solche Bahn ist z. B. 
durch ABDC dargestellt; sine an- 
dere könnte allerdings auch der Flug- y<e. si. 
bahn (falls diese bekannt ist) nachgebildet werden. Die Span- 
nung in dem Seile müsste sich dabbi (ausser auf der Strecke 
AE) von Augenblick zu Augenblick ändern, wemi in iIlt 
Bewegung des Körpers weder eine Verzögerung noch eine Be- 
schleunigung stattfinden sollte. — Ebenso muss in unserem 
Problem der hemmenden Kraft irgend eine, aus sehr vielen 
möglichen auszuwählende, Eigenschaft beigelegt werden, um das 
Problem zu einem hestimmten — jedoch, wie sich später zeigen 
wird, nicht stets zu einem möglichen — zu machea Wir 
präcisiren also zunächst die Aufgabe. 
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Da jede Bewegung der Säule, sehr grosse Belastungen der- 
selben ausgenommen y am leichtesten und daher naturgemässesten 
dadurch eingeleitet wird, dass^das äusserste CurveneUment der 
Äxe sich normal gegen sich selbst verschiebt, so soll die hemmende 
Kraft stets senkrecht gegen dasselbe gerichtet sein und in jedem 
Äugenblicke j dem veränderten Ort des Säulenendes soune der ver- 
änderten Curve der Säulenaxe entsprechend, ebenfalls Bichhmg und 
Grösse ändern. 



Es 



sei nun AB (Fig. 28) die Gestalt der Säulenaxe in einem 
beliebigen Stadium der Bewegung; an deren 
Ende hänge wie bisher die Last P und 
gegen das letzte Element wirke die Zug- 
kraft Z, deren Richtung mit der Hori- 
^ zontalen den Winkel v bilde. Dann zer- 
lI legt sich Z in die aufwärts gerichtete Yer- 

ticalcomponente F== J5F = Z svav und 
in die einwärts gerichtete Horizontalcom- 
ponente — £r= JBjff = Zcos v. Daher 
ist statt P in den bisherigen Formeln zu 
setzen: P — Z sin v, statt — H ebenso 
ZcosVf endlich K^ statt E und zwar ist: 





Fig. 28. 



daher: 



Ferner war: 



W£J 



= a 



2. 



K = al. §i,§4. (3) 



P — Zsinv 
WE 



= ai] K„ = ai,Z, . (1) 






(2) 



= Ä(§2), Ä=tg(2ö [§3(8)], \ Ä=tg(2S,)[§6(l)], 



folglich ist jetzt zu setzen: 



h = tg (2 10 = 



Z 

p cost? 

;; z~~ 

1 — p sm t? 



(3) 



1 
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Auch ergiebt sich leicht aus (2) und (3): 



1 - (5iV 

<g^° ,K„/^ (4) 

(^)tg(2i.) 



Endlich folgt aus den Gleichungen (4) des § 6: 

sin 9^ sin Q'' = sin S^ 



K' + i^(9i)- 



; 



(5) 



und zu diesen Gleichungen tritt nun noch wegen der Richtung 
der Kraft Z hinzu: t; = «^ d. h. wegen (7) des § 6: 

t; = 2(^' + |,) (6) 

Diese Gleichungen genügen , um für ein gegebenes E (d. h. 
für gegebene Belastung) und ein angenommenes |, die übrigen 
Grössen ; nämlich 'O*', qp^, t;, E» zu bestimmen und dann genau 
nach den früheren Gleichungen (s. § 6) die Coordinaten des 
Endpunktes oder eines beliebigen Punktes der Säulenaxe zu 
berechnen. 

Um die erstgenannten Grossen zu bestimmen ; verfahren 
wir in folgender Art. Wir setzen noch: 

-^ = cos/J, (7) 

so ist: 

tgv — tg«/J.cotg(2y 
oder: 

tg»/J-tgt;.tg(2|,) (8) 

Dann wählen wir^ nachdem E (d. h. Q) gegeben ist; ein festes 
li, berechnen * — , nehmen dann 'O*' an, berechnen op. aus 

der ersten der Gleichungen (ö), bilden /S== E' + F (tp^j be- 
rechnen dann v aus (6), ß aus (8) und y ^. [^ai* Rück- 
sicht auf (7)] = ■ coB/3; endlich bilden wir die Diffe- 

yco8(2{j) 

renz: 

j) = /«'°'P - S, (9) 

und variiren d' so lange bis dieselbe verschwindet. Auch 
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hier giebt es im Allgemeinen fttr jedes 5i zwei Werthe Ton 
%•'. — Bezüglich x^ und y^ verfahren wir wie früher, nur ist 

der Divisor der rechten Seite jetzt nicht 



sondern 



yco8(2go' 

^ oder, trenau wie früher, wiederum 8. Femer findet 

1/C0B(2|,) ' ^ 

Vk/ sin«/3 ,jQ. 



man: 



Z_ 

P 



Bin V Bin V 

oder auch mit Benutzung der Gleichung (8): 

Z ^ cos'p tg' ß ^ cos»(3 tgt; tg(2 £J ^ tg(2 gQ cos« p ,^j. 
P sin t? sin t; cos v f \ J 

wobei man die Logarithmen von tg (2 Sj) und cos ß benutzen 
kann. Endlich ist auch noch der Krümmungsradius für die 
Wurzel der Säule Ä von Interesse. Derselbe folgt aus der 
Formel § 6 (13), nämlich: 






Kl 



, = • 2 sin d'' cos ©1 = ^^ • n sin t . (12) 

l/co8(2|,) ^' l/cos(2SJ ' ^ ' 

ergiebt sich also leicht mit Benutzung vorhandener Loga- 
rithmen. 

Die weitere Ausführung knüpfen wir wieder an specielle 
Werthe von %• und zwar der Reihe nach: 

^ = 50^; 60^; 88^ und 89^30^ 
an. 



§ 17. Parameter «- = 50^ 

(Doppelte Werthe von «•' für dasselbe Jj. Für J^ = 0: -ö-' « «• und 
= 46®. Form der Saide unahMngig v(m der Grösse der Belastung, g^ 
negativ = — ä- Nähemngsformeln für kleine g^ oder J. üebergang 
ans der verticalen in die stabile Gleichgewichtslage. Bechnung über 
eine möglichst kleine hemmende Kraft — nicht identisch mit der Zug- 
kraft des hier behandelten Problems.) 



Beginnen wir mit li = P, so ist log 



K 



= 0,2869. 



Vco8(2l0 

Nehmen wir nun 0-' = 2^ so ist 91 = 30^1', also K'+i^'(9i) 
= Ä == 2,0951, ferner der Reihe nach v ^ 6% ß = 3« 28' *), 



*) Da ß selbst nicht gebraucht wird, ist es nur nöthig, von einer 
Columne der Logarithmentafel auf die andere überzugehen. 
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1,932 — 2,095 = —0,163. Nehmen wir nun O-' = 3^, so wird 

q>, = 19^29'; 5=1,912; t;=8o, ^ = 4^0,5', -A£??l^ = i,932; 

yco8(2 5i) 

D = + 0,020. Der richtige Werth von %•' liegt also da- 
zwischen und ist 2^50' mit ^^ = 20H1' und D = -0,001. 

Dafür ist: ^ = 0,995 , ^ «0,083*), ferner die Zugkraft selbst 

Z = 0,035 P, 
sowie der Krümmungsradius in ^: 

Für denselben Werth 1^ = 1® findet man: 

^^^=38«, 9i = 1^37,5', a;i = 0,579?, yi = 0,706?, 

Z= 0,143 P, ()o = 0;453?. 

Nehmen wir J^ grösser an, so erhalten wir Werthe von 
d'j und d'jjj die einander immer näher kommen und schliess- 
lich für ein gewisses Maximum von 1^ zusammenfliessen. Hier 
tritt aber noch der vom Bisherigen abweichende Umstand ein, 
dass es auch für 1^ = ein d'jj giebt, das ein anderes als d' 

m 

ist. (Das erste 0*' ist wie früher Null mit 9. = K — -, 0^1 = ?, 



*) Nämlich nach 


folgendem Schema: 






E' « 1,5698 
E'ifpi) «0,3609 


l sin »' = 8,6940 

Zcosqpi = 9,9711 

l 2 = 0,3010 


''f 

l 


= 9,9979 


1,9807x2 


= 8,9196 


^ 3,8614 
S =» 1,9328 


l {r, sin fi) = 8,9661 
l (ri cos fi) = 0,2852 


= 8,9175 


r^ cos fi = 1,9286 


2 tg fi = 8,6809 


=. 0,9951 


log « 0,2852 


fi =2« 45' 






2g, + fi-40 45' 


Vi 
l 


= 0,0827 




Z (sin fi) = 8,6809 






Z fj = 0,2852 


^ 




Zco8(2f, + Ji) =» 9,9985 








Zf ^* V- 0,2858 








\yco8(25iy 






Z ^» =. 9,9979 




* 
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y^ = 0.) Setzen wir nämlich in GL (3) des § 16 li = 0, 

so wird: 

Z 



p cos v = , 



7C 



und da Z nicht Null sein soll, so folgt: cos t; = 0, v = — , 
und wegen (6) desselben §: 

#' = 45^ (1) 

daher wegen (5) desselben §: 9>i = 0, F'dffi) ^ und: 

K, = Vcos (2 gj [K' + r (<p,)] = K' = K (mod 45«) = 1,8541. 

Für diesen Werth ist E' d. h. E (mod 45«) = 1,3506 und 
E'(ip^) = Oy daher: 

r, cos gl = 2 [E' + E\fp,)] - [K' + JP'(9i)] = 0,8471 
und 1(2) 

ri sin Si = 2 sin 45« = l/2 = 1,4140. 

Folglich ist nach den Gleichungen (17) des § 3, wenn man 
darin q)Q = —fp^ = und a^, l statt al, also nach (1) des 
§ 16 El, statt E setzt: 



l 



K' 



E 



d. h. = 2 



Ml. 
l 



2 sin ^' cos tpi 



K (mod|) 
2siii(-^) 



— 1 = 0,4569 



K 



(mod|) 



= 0,7628 



(3) 



Diese Werthe sind, wie man sieht, unabhängig von %•. Das- 
selbe ist der Fall für Qq, denn die Former (12) des vorigen § 
giebt: 

- = 2sin#' .E' = 2sin~E(mod^)l 

und daher: r ' * w 

Q^ = 0,38^2 l. f 

Da nun gleichzeitig a^ = t; = 90« ist, so ergeben obige Glei- 
chungen die merkwürdige Thatsache: 

Die Form der Säule ist in dem Augenblick, dass ihr End- 
elemmt horizontal, also die hemmende Kraft vertical aufwärts 
gerichtet ist, unabhängig von der Belastung, also in allen Fällen 
dieselbe, und zwar entsprechend derjenigen Belastung, bei welcher 
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die hesseichnete Lage die stabile Gleichgetmchtslage ist Letzteres 
folgt durch Vergleich obiger Gleichungen (3) mit den Glei- 
chungen (6) des § 4. 

Der Grund dafür lässt sich leicht angeben. Die bespro- 
chene Thatsache stammt nämlich daher, dass die senkrecht 
abwärts wirkende Exaft P — Z unabhängig von P ist, woraus 
folgt, dass die ganze Curve, die die Säulenaxe dann annimmt, 
ebenfalls unabhängig von P bleibt« Es ist nämlich: 

P-Z = P(l — ^) = Pcos«/3 
(wegen (2) und (7) des § 16). Nun ist: 

(Gleichung (9) des § 4) und 



.-©•..-(i^j. 



cos* ß 
also: 

P—Z = [^K (mod ^)J. Po = 1,393 Po- . . (5) 

Dies ist in der That eine Kraft gleich der Belastung, welche 
dem Winkel & = 45® entspricht. 

Uebrigens folgt aus (5), dass die Kraft Z selbst sich mit 
P ändert; so ist für # = 50®: 

Z = (1,518 - 1,393) Po = 0,125 Po; § «= 0,083. 

Betrachtet man jetzt die vier berechneten Werthe der Coor- 
dinaten des Endpunktes, nämlich: 

1^ = 0« d' = 0« ^ = 1 T = ^ 

P 2^50' 0,995 0,083 

V 38« 0,579 0,706 

0« 45« 0,457 0,763 

so erkennt man, dass zwischen den letzten dieser Werthe und 
den Schlusswerthen: 

i,^0, #' = 60«, ^ = 0,349, ^ — 0,792 

noch eine Lücke besteht und dass dieselbe nur durch negative 
Werthe von S^ ausgefüllt werden kann. Eben dahin führt 
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auch die geometrische ÄDBchaaung, denn man übersieht sofort, 
dass bei weiterer Senkung des Säulenendes die Zugkraft Z 
schräg aufwärts nach rechta gerichtet sein muss. 

Um nun für negative 61 die Obrigen Werthe au berechnen, 
ist nur zu setzen (vgl. oben § 6 am Anfang): 

S,--l, 9>>--9>., -fW — r{fi, 

£'(9,) --£-(».) (6) 

während S', K', E' ungeändert bleiben. — Um aber zunächst 
die Kechnung für kleine Werthe von £ durchzuführen, ist es 
bequemer, sich Näherungsformeln zu bilden, weil durch deren 
Hülfe das im Anfang des § angegebene Versuchsverfahren um- 
gangen werden ksnn. 

Es sei sUo £, oder % sehr klein, so ist nach Gleichung (6) 
des vorigen §: u = 2 *' + 2 g, , daher: 

*g''=S^i^ = [tg(2*') + 2|,][l + 2l.tg(2*')] 

= tg (2 «■') + 2 I, . sec' (2 *0 (7) 

Polglich nach (8) des vorigen §: 

tg*^ = tgv.2|. = 2g.tg(2»'), 
daher 8ec»|3 = 1 + 2Sj ig(2»') 

seojS - l + 6,tg(2*') 

cosjS - l-6,tg(2#') (8) 

a)so nach (7) des vorigen §: 

K, =K[l-|.tg(2*')], (9) 

ferner nach (5) des vorigen §: 

* (if) 

und demnach: 

und schliesslich: 

6.{cosec*' + Ktg(2»')} = (K-KOl ^s 

% {cosec*' + Ktg(2#-')} = -(K - KOt ' '^ ^ 

Aas der zweiten dieser Gleichungen lasst sich ajso für ein 

gegebenes ■9'' der Werth von g änden. 
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Sei nun »' = 46", so ist cosec »' = 1,3902, K tg(2 »') 

55,43, folglich | = :^^^=» 0,0012 = 0«4'; und daraus 

g,^ = F'((po) = 0,001668. 

Ebenso ist fHr «^ = 47«: | = 0" 7' gj, == 0,002598 

48« 0° r 0,002732 

49» 0" 5' 0,001855. 

Demnach erreicht | auch ein Maximum; die Berechnung von 

-j- und y- ist ebenso wie früher anzulegen, nur kann F ((Pq) 

= E\(Pq) = g?o gesetzt werden. 

Es ergiebt sich nunmehr für # «= 50^ folgende 

Zusammenstellting der Besultate für den Endpunkt der Säule. 



1) 


0» 


0« 


20» 54' 


1 





0» 





2) 


1» 


2» 50' 


20» 41' 


0,995 


0,083 


7» 40' 


0,035 


3) 


2« 


6» 


' 19» 30' 


0,979 


0,172 


16» 0' 


0,071 


4) 


3" 47' 


20» 


11» 7' 


0,836 


0,484 


47» 34' 


0,172 


5) 


2». 


33»- 


3» 40' 


0,658 


0,660 


70» 0' 


0,171 


6) 


1» 


38» 


1» 37,5' 


0,579 


0,706 


78» 0' 


0,143 


V 


0» 


45» 


0» 


0,457 


0,763 


90» 0' 


0,083 


8)- 


-OH' 


46» 


-0»6' 


0,437 


0,770 


91» 52' 


0,069 


9)- 


0«7' 


47» 


0»9' 


0,416 


0,775 


93» 46' 


0,055 


10). 


_0«7' 


48» 


0»9' 


0,395 


0,780 


95» 46' 


0,039 


11). 


-0»5' 


49» 


0»6' 


0,381 


0,788 


97» 50' 


0,020 


12) 


0« 


50» 


0» 


0,349 


0,792 


100» 0' 


0,000. 



Wir sehen also, das9 es in der That möglich ist, unter 
Mitwirkung einer Zugkraft (oder eines im entgegengesetzten 
Sinne der Bewegung gerichteten Druckes) die Säule aus der 
verticalen Lage in diejenige des stabilen Gleichgewichts (dl- 
mälig überzuführen: die hiebei vom Säulenende beschriebene 
Curve ist aus der Fig. X (Tafel III) zu ersehen. Auch zeigt 
die obige ZusUmmenstellung; das^ die genannte Kraft Z ein 
Maximum erreicht, welches nahezu mit dem Maximum von 1^ 
zusammenfällt. 



/ 



i 
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Hiebe! liegt die Y ermuthung nicht zu feme^ dass die hem- 
mende Kraft Z die möglichst kleinste sei^ welche gegen das 
Endelement der Säule wirkend; diese in der augenblicklichen 
Lage zu erhalten fähig sei. Dies ist indessen nicht der Fall, 
wenngleich der Bichtungsunterschied der Kraft Z (senkrecht 
gegen das Curvenelement) und der Minimalkraft kein bedeu- 
tender ist. — Führen wir, um dies abzuleiten, statt der Be- 
dingung: 

V = 2(#' + |J § 16(6) 

die Forderung ein, dass die Kraft Z ein Minimum sei, so er- 
geben sich folgende Aenderungen der in § 16 aufgestellten 
Gleichungen. 

Ich nehme die ursprünglich für ay^ aufgestellte Gleichung 

§ 3 (17), setze darin | = — |i, y© = — 9i ^"^^ a^= -j statt 
a, so wird: 

K,^ = (cos(2|i))*|2sin#'cos9>i+tg(2|,) [2(E'+JB'(9i)) 

-(K' + jr(9>,))])- 
Setze ich nun (vorübergehend): 



a?i = m . Z 
Vi = n.l 



(12) 



und substituire fttr K, den Werth aus (5) des vorigen §, so 
wird (mit geringer Umformung): 

n . [K' + JP'Cvi)] = 2 sin ^' cos fp^ cos (2 10 (2 [E' + E' (9),)] 

- [K' + i^C,,,)]) (13) 

dazu kommt noch: 

m.[K'-f JP'(9>i)] = cos(2|0 (2[E'+je'(<Pi)]-[K'+i^'(9>i)]) 

— 2 sin -ö"' cos 9>i sin (2 Ij) . . . . (14) 
femer: 

sin 9)1 sin #' = sin l^ 

K, } ... § 16 (5) 



r+i^'(9i) = 



^008(260 



§ 17. — 177 

2 



tg » = 7R-T2 § 16 (4) 






z 

ü = = § 16 (10) 

P Bin V o \ j 



Wir haben daher für die acht variabelen Grossen g^, d'\ fp^, 

P 



t;, Kr; m, w, ^ sechs Gleichungen, können also noch zwei 



Bedingungen einführen. Die erste ist, dass jy ein Minimum 
werden soll, und als zweite nehme ich: 

n = const. 

(w d. h. Xj^ darf also nicht mehr gegeben sein). — Da diese 

Z 

ganze Untersuchung über den Minimalwerth von -^ nur ein 

Interesse untergeordneter Art beanspruchen kann^ so schien 
es mir überflüssig, auf die Frage theoretisch näher einzugehen; 
ich verfuhr vielmehr folgendermassen: ich nahm zunächst für 
n einen bestimmten Werth an, dann wählte ich einen Werth 
von || und bestimmte dann d*' und g?^ dermassen, dass die 
Gleichungen (deren zweite aus (13) folgt); 

sin ^1 sin d'' == sin g^ 

Y= cot(2|08m^^cosy, + [E^+JgXyi)]'- '''''''^''f^^^"^M (15) 

erfüllt werden. Sodann berechnete ich aus den obigen Glei- 
chungen naeh einander K„, v, -p und erhielt folgende Zusam- 
menstellung *), deren eine Rubrik die DüBferenz «^ — v 
giebt, für: 



*) m d. h. a?i lässt sich aus Gleichung (14) berechnen, ist jedoch 
nicht berechnet worden. 



Saalsohütz, der belastete Stab. 12 




1, 


»' 


«1 


» 


«, — • 


Z-.t 


1» 0- 


n"55' 


37»50' 


83" 6- 


-46" 16' 


0,2254 


20 ff 


IT 0' 


38« ff 


75" 1' 


-37" 1' 


0,2144 


3" 30' 


15»40' 


3a'2ff 


46" 15' 


— 7"56' 


0,1573 


3M0' 


15"33' 


38»26' 


41"37' 


— 3"11' 


0,1646 


3"43' . 


16«31' 


38"28' 


40"12' 


- 1"44' 


0,1538 


3" 46' 


15''30' 


38" 30' 


39" r 


- 0"37' 


0,1530 


3M6' 


15»2r 


38''26' 


38" 30' 


- 0" 4' 


0,1630 


3» 50' 


15«24' 


38"28' 


36"20' 


+ 2» 8' 


0,1521 


4» 0' 


16»16' 


38«32' 


31" 9' 


7"23' 


0,1514 


6» 0' 


14«25' 


38« 50' 


0" ff 


38"50' 


0,1763. 



Man erkennt aus derselben, daaa das Minimum von ZiF nahezu 
für a, — V ^ T'23', also nicht für «^ — v ^0 eintritt, — In 
der Thafc ist der Werth von Z : F tüi das nächstliegende j/j 
unserer früheren Tabelle, nämlich für y, =; 0,48 l, merklich 
grösser, nämlich ^ 0,1719. 

§ 18. Parameter » = 60". 

(.Fragen, die sich an den Werth von #, das grösser als & und als G^ 
ist, knüpfen. ZusammenrteUnng der Beaultate. Die Curve des Säulen- 
endpnnktes ist vom Anfang bis znm Ende continoirlich. Annwrktmg: 
Vergleich der Form dieser Cnrve mit derjenigen für kleinere Parameter.) 
Bei einer Belastung, welche dem Winkel ■& => 60" ent- 
spricht, treten dem Früheren gegenüber zwei Fragen hervor, 
welche daran anknüpfen, dass &■ sowohl grösser als @ [§ 4 
(15)], wie auch als ©„ [§ 10 (1)] ist. In erster Hinsieht ist 
die Frage zu beantworten: In welcher Art biegt sich die 
Säule, um ihre Gleichgewichtslage zu erreichen, deren Abwei- 
chung von der Yerticalen bereits geringer als das Maximum 
geworden ist? Wird die ganze Curve des Säulenendpnnktes 
dabei enger, als bei dem früheren Beispiel, oder gelangt der 
Endpunkt der Säule, so zu sagen, in grossem Bogen (also mit 
einer Vertical stelle) zu seinem Ziele? In zweiter Hinsiebt 
aber bleibt der Zweifel zu beseitigen, ob im Gegensatz zu der 
Discontinuität bei einer (einwärts wirkenden) Horieontalkraß 
jetzt die der Anschauung nach zu erwartende Continuität der 
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Bewegungscurve erhalten bleibe. Beide Fragen werden durch 
die Rechnung in vollständiger und befriedigender Weise be- 
antwortet: Wie bei 0' = 50® hat auch hier sowohl 5^ wie auch 
^ »= — g^ sein Maximum, aber auch die Ordinate y^ wächst 
bis zu einem gewissen Punkte und nimmt von da bis zum 
SchliXsswerthe wieder ab, während die Abscisse x^ dauernd 
von l bis zum Endwerthe abnimmt. — Bezüglich der Eech- 
nungsmethode ist nichts Neues hinzuzufügen, ausser etwa, dass 
bei dem negativen Sj = — | die Näherungsformel (11) des 
§ 17. nicht mehr ganz ausreicht, und ich es deshalb vorge- 
zogen habe, auch diese Werthe nach den strengen Formeln 
(durch Versuche) zu berechnen. Die Zusammenstellung der 
berechneten Werthe liefert nun die nachfolgenden Resultate, 
welche durch die Fig. XI auf Tafel III veranschaulicht sind. 
Die Form der Säule für jede Stellung ist nach den früher 
vorgetragenen Principien unmittelbar zu finden, wenn man 

P — Zsinv statt P, Zcosv statt J3", also -95 — ^—. — = tffr2|i) 

setzt. Für einige Stadien der Bewegung ist sie in der Figur 
dai^estellt. 



Zusa 

1) 


kinmenst 

Ix 
0» 


«llnng d( 

0» 


ir BesnitAl 
33«33' 


be forde 
1 


»uEndp 



unkt der Säule. 

«1 — » Z.P 
0« 


2) 


1» 


1»49' 


33«24' 


0,998 


0,060 


5« 38' 


0,035 


3) 


5» 


U» 0' 


27« 11' 


0,926 


0,331 


32« 0' 


0,187 


4). 


6« 


17« 0' 


20«57' 


0,850 


0,463 


46« 0' 


0,251 


5) 


6» 


20» 0' 


17«48' 


0,809 


0,516 


52« 0' 


0,342 


6) 


5» 


27«20' 


10«56,5' 


0,709 


0,619 


64«40' 


0,300 


7) 


1» 


41»24' 


1«31' 


0,512 


0,739 


84«48 


0,278 


8) 


0« 


45« C 


0« 0', 


0,457 


0,763 


90« 0' 


0,260 


9)- 


1» 


49«35' 


1«19' 


0,377 


0,785 


97« 10' 


0,219 


10) 


-1»24' 


53» 0' 


-1«45' 


0,310 


0,799 


103« 12' 


0,177 


11) 


-1»24' 


55« 0' 


-1«42,5' 


0,266 


0,805 


107« 12' 


0,143 


12) • 


-0055' 


58« 0' 


1« 5' 


0,187 


0,807 


114*10' 


0,078 


13). 


-0»32' 


59« 0' 


— 0«37' 


0,157 


0,806 


116«56' 


0,041. 


14) 


0» 


60« 


0« 


0,123 

• 


0,803 


120« 

12* 


0. 
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Man ersieht also in der That aus dieser Tabelle *); dass 
y^ für 1^ s= — 0® 55' ein Maximum erreicht, welches bei stär- 
keren Belastungen noch mehr hervortritt. Die Curve selbst ist 
also continuirlich und in ihrem ersten Theile sehr ähnlich mit 
derjenigen für 0* = 50® (mit der sie auch einen Punkt gemein- 
sam hat**), während die früher behandelten, fär eine reine 



*) Bezüglich derselben ist etwa noch zu bemerken: das Maximnm 

von 6i liegt bei 6^6' mit &' = 19^*0', dasjenige von 6 zwischen 1^24' 

und l^'SO' mit «•' etwa = öi^SO'. Die Werthe für g = 0<>56' und 0<*32' 

sind mit ^' =^ 58^ bezüglich 59^ nach der Näherungsformel (11) des 

§ 17 berechnet worden. — Die Werthe für {j = 0, «•' = 45<^, v =» 90<* 

sind dieselben wie bei ^ = 50^ 

**) Die beiden Curven haben ein derartig ähnliches Aussehen, dass 

man auf die Vermuthung kommen könnte, sie seien bis zum Ende der 

Curve für ^ «» 50^ identisch. Dass dies nicht der Fall ist, ergiebt sich 

aus folgender Betrachtung. Für die neun Grössen K^ E«, $j, ^\ g}^, v, 

Z X 1/ 

-p, t» = ^, w = y- sind oben [§ 17 (13), (14) und die folgenden vier 

Gleichungen) sechs von einander unabhängige Gleichungen aufgestellt, 
zu denen als siebente noch: 

t;=,2(a-' + {,) § 16 (6) 

hinzutritt. Ist also der Ort des Säulenendpunktes durch -j- und ^ ge- 

geben, so ist das Problem ein vollständig bestimmtes. Denken wir uns 
nun diese End werthe etwa so gegeben, wie sie dem Endpunkte der 
Curve für -0" == 50® entsprechen, so folgt aus den sieben Gleichungen 

Z Z 

unter Anderm für -p einzig und allein der Werth: — = 0, so dass also 

jedes andere Verhältniss Z : P hiedurch ausgeschlossen wird. — Auch 
kann man in folgender Art schliessen: wenn die Bewegungscurve für 
^SB 60® durch den Endpunkt der Säulenaxe für -Ö-^ÖO® hindurchgehen 
soll, so muss sie ebenso durch die Endpunkte sämmtlicher anderen 
Curven für 0<;60® hindurchgehen; die Säule müsste also nach einander 
die Lage aller mit geringerer Belastung beschwerter Säulen annehmen. 
Wir brauchen daher nur ein beliebiges für die Bewegungscurve von 
^ = 60® gefundenes v (= aj zu nehmen, dies = 2'0' zu setzen, hiefür 
mittelst der Formeln: 

rCi __ 2 E 

^ . ^ . § 4 (6) 

y^ 2 sm d" 

l~~"K~' 
die Endwerthe zu berechnen und sie mit denen der Bewegungscurve für 
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Horizontalkraft geltenden Curven wesentlich von einander ab- 
weichen. Aus diesem Grunde ist es jetzt auch nicht nothig, 
wie früher die in der Nähe von 0* = und 0q liegenden 
Parameter besonders zu behandeln, da sie keine weiteren cha- 
rakteristischen Eigenthümlichkeiten in sich begreifen können. 
Dagegen bietet eine hohe Belastung wieder besondere Um- 
stände dar und erfordert daher eine speciellere Untersuchung. 



-0- = 60^ zu vergleichen. Somit erhalten wir aber: 
für «• - 



60° und V = 32° 


^ = 0,926 


mr a- — 16° 


^1 =. 0,923 




^ — 0,331 


« 


^^ = 0,344 


V — 46° 


^* = 0,850 


& = 23° 


Xi 

i = 0,844 




^/ — 0,463 




^ =» 0,477 


V =- 84° 48' 


? = 0,512 


-e- == 42° 24' 


-^ = 0,611 




^* = 0,739 




^' = 0,742 


V = 90° 


? - 0.«' 


-e^ — 45° 


•j- = 0,467 




^* — 0,763 




^ = 0,763 


V = 103° 12' 


x^ 
1 = 0,310 
c 


» = 61° 36' 


X^ 

Y = 0,314 




^1 = 0,799 




^ = 0,792 


V =- 116° 66' 


1 ^ 0,157 


» — 57° 28' 


-^ = 0,158 




^' -- 0,806 




-^ « 0,806. 



X 

Für '9'<<45° (v<;90°) sind also die Werthe von — bei der Bewegungs- 

curve für & = 60° durchgehends grösser, für -y- durchgehends kleiner 

« 

als die Endcoordinaten für das entsprechende &, für -ö* > 45° (v > 90°) 
ist es gerade umgekehrt. In einer Art, die auch für den blossen An- 
blick ganz zweifellos ist, wird übrigens das Bedenken durch die Be- 
trachtung der Curve für ^ = 88° gehoben. 



r 



§ 19. Parameter » =■ 88*. 

(Berechnung derWerthe in der Nahe der Gleichgewiehtalage. Analogen 

Ewidcben der Bewegnog des Säuleaeudpunktea and einem Beispiel aus 

der Uechanik. Weitere Rechnung; Bestimmung des WertJies $' — £,. 

Zusanunenstellong der Resultate; Bemerkungen dazu.) 

Für diesen Parameter # = 88" (der einer Belastang P 
= 9,116 Po entspricht) ist: 

K = 4,7427 , log K = 0,67603, 

und fUr gj = und #' = ist 91, = K — -^ = « + l"**' 
(s. § 13 am Anfang). Setzen wir dagegen g^ ■>■ und ^, ^ Jti 
so wird die Gleichung: sin ipi ain *' = sin |, [§ 16 (5)] eben- 
falls erfallt; dann folgt aus (6) dess. § v = 2&', also aus (3) 
-|^ = uLd dann weiter aus (2): K. = K und aus (5): 3 K' 
= K, wodurch der Werth von *' sich ei^ebt; wir kommen 
also, wie eigentlich selbstverständlich, wiederum auf dieselbe 
Gleichgewichtslage, die wir bereits oben bei Betrachtung einer 
nur horizontal wirkenden Zugkraft anbanden und besprachen, 
— Wir fanden dafür *' = 9" 9'. — Für Werthe von *' zwi- 
schen Null und 9*9' ist 1, oder vielmehr | so klein, dass wir 
[s. § 16 (8)] (3 = und K„ => K setzen, also das Problem 
genau wie das oben behandelte ansehen können, 80 folgt fOr 
&' = 4°: K' = 1,5727, daher, wenn ^i = « + ^-g gesetzt 
wird: (l^j — J"(^g) = 3K' — K = 0,0246 — 1''25' und |, 
= — 0"5'58". Hieraus folgt (näherungs weise): -p=— 0,0035, 
denn ^ cos jj = \-g-j tg (2 |,) (indem man aus § 16 (3) und 
(2) die Grösse 1 — -p sinv eliminirt), oder: 

|coB._-(t)'tg(2 6) ....{!) 

-^ ist also negativ, d. h. es muss ztoisdien der ursprünglidien 
Stdlung tinä der Gleichg^ffiektslage ein leichter Druck gegen das 
Smlenende von (Aen schräg heroib stattfinden. 

Für das jetzige Beispiel (fr = 88'') ohne Einfluss, aber 
an sich wichtig ist die Bemerkung, dass i'ür ein negatives |, 
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der Winkel ß imaginär, d. h. die Substitution § 16 (7) 
-~-="Cosj3 unbrauchbar wird. Setzen wir für diesen Fall mit 
Rücksicht auf § 16 (2), deren linke Seite > 1 wird: 

-]^ = sec y, (2) 

80 wird: 

sinV = tgt?.tg(2|)| 

_^ _ _ tg^y (3) 

P sin v ) 

Auf diese Art lassen sich dann die Werthe von %•' und 5 
finden, falls die Gleichgewichtslage | = weiter von der Ver- 
ticalen entfernt ist (O*' > 9® 9' wird). 

In dem jetzigen Beispiel (^ = 88®) ist, wie gesagt, diese 
Formel nicht nöthig anzuwenden, und wir können für sehr 
kleine positive oder negative Werthe von |i die Näherungs- 
formeln benutzen*): 

V^i = 3 K' — K 

li = ^1 . sin d'' 

aus denen man für ein gegebenes %•' tf^i und 1^ finden kann. 
Man erhält auf diese Art folgende Werthe: 



(4) 



= 4» Si 


= 0"6' 7 


-i l' 


0,0331 


9» 9' 


0» 


0,975 


—0,0671 Gleichgewicht 


9" 30' 


+ 0<'1'18,5" 


0,973 


0,0689 


11» 


0« 8' 50" 


0,964 


0,0755 


13» 15' 


1» 


0,948 


0,0640. 



Aus denselben ersieht man, dass die äusserste Abweichung 
der Säulenspitze nach links nicht mit der Gleichgewichtslage 
zusammenfällt, sondern dass, um dies Maximum der Abweichung 
festzuhalten, ein positives g^, d. h. eine nach links gerichtete 
Horizontalkraft erforderlich ist; für negative Werthe von |i 
ist die Abweichung kleiner als für li == und die Säule be- 
darf also, um in dieser geringeren Abweichung von der Ver- 
ticalen erhalten zu werden, eines negativen i^, d. h. einer nach 



*) Dabei ist p geradezu » gesetzt, während dies in den Nähe- 
rnngsformeln § 17 (10) nnd (11) noch nicht geschehen ist. 
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rechts gerichteten Horiaontalkraft: da also die sich selbst 
äberiasaene Säule von beiden Seiten her der Gleichgewichts- 
lage zuatrebL so ist diese eine stabile. Wird dann das Säulen- 
ende aus derselben weiter nach links gezogen und auf diese 
Weise in die grösste Entfernung von der Verticalen gebracht, 
so wird die weitere Bewegung desselben mathematisch anbe- 
stimmt: es kann nämlich bei nachkissender Kraft in die Gleich- 
gewichtslage zurückkehren, oder bei anfänglich stets gesteigerter 
Kraft einer neuen (jenseits d. h. rechts der Verticalen liegen- 
den) Gleichgewichtsl^e (d. h. dem Endzustände) zustreben. 
Was hievon eintritt, mnss man als von zufälligen Nebenum- 
ständen abhängig ansehen. Doch wollen wir uns den Torgang 
wieder durch ein Analogen aus der Mechanik anschaulicher 
machen. Es sei Fig. 29 die Darstellung zweier oben in ein- 
ander laufender Bahnen. Denkt man sich jetzt eine Last auf 




Ä aufgelegt und ihr einen geringen Stoss ertheilt, so wird sie, 
falls man sie durch ein Seil an der plötzlichen Bewegung 
hindert^ bei stets verminderter Hemmung nach B gelangen — 
stabile Gleichgewichtslage g^ = — , dann bei entg^engesetzt 
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gerichteter, stets vermehrter Kraft in den ebenen Theil der 
Bahn CD hinaufgezogen werden können — Maximum der 
linksseitigen Abweichung von der Verticalen — und von hier 
entweder bei nachlassender Eraft in die Lage B zurücksinken 
oder auf der andern Bahn bei stets vermehrter zurückhalten- 
der Kraft bis zum Wendepunkte E gelangen — Maximum 
von 5i oder eigentlich der vollständigen Analogie wegen von 

p (s. das vorige Beispiel) — und endlich bei verminderter 

Kraft in die letzte Gleichgewichtslage F hinabsinken — End- 
zustand des Säulenendes. — Die Analogie des Vorganges bei 
der Führung des Säulenendes mit der eben geschilderten Ver- 
schiebung der Last Q ist also so vollständig, wie es sich bei 
der Verschiedenheit der Gegenstände nur erwarten lässt. — 
Dabei ist aber eigentlich dem Folgenden schon vorgegriffen 
worden, und wir müssen nunmehr noch näher auf die Rech- 
nung selbst und deren Methode eingehen. 

Der Winkel 9?i beginnt grösser als tc, wird dann = jc 
fär li = und von da an kleiner. Für das andere 1^ = 0, 
wobei #' = 45® ist, ist 9)1 = 0, und dazwischen sind einige 
Werthe folgende: 

1^ = 10 #;= 13015' <pi = :;r-4«22' 

#;^ = 43H9' 9>i = P2r 
1^ _ 6° #; = 15n4' <pi = Ä — 23^27' 
#;^ = 37^49' 9)1 = 9049' 
1^ = 100 ^;=15n6' <pi = ;r-4in6' 

^;^ = 32M9' <pi = i8Mr. 

Es wird also demnächst eines der beiden 9?^ den Werth — 

erreichen, und wir müssen sehen, welches g^ und welches ^' 
dazu gehört und ob letzteres ein erstes oder ein zweites %■' 
ist. Nun waren die betreffenden Gleichungen: 

v = 2 (^' + li) . . . § 16 (6)- 

tg»/J = tgi;.tg(2|i) . . . .(8) 

sin g)i sin «•' = sin li \{(m (5) 



K' + i^'CVi) = 



Ko K cos p 



^008 (2 gl) J/COB (2 li) 



f(6) 

(7) 
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Setzen wir darin y, =• y, BO werden sie: 
»■_|„ » — 41, 
tg'^-tg(4|,)tg(2|,) 
_ 2tg'(ai.) 
i-tg'(2ij' 



folglich: cos ^ = Ycoa (4 Si), 
also endlich: 

„,l/ cog(2|.) Kl 

^T eos(4{.) "° 2 (6) 

*' = 1,1 
Fiir das jetzige Beispiel haben wir demnach: 

£ - 2 log K' + log cos (2 1,) - log cos (4 1.) = 2 log (f ) 
= 0,74998. 
Für fe = *' = 16" ist i = 0,6959, also zu klein, 
17" 0,7565, „ „ gross, 

16" 54' 0,7499, „ hinreichend richtig. 

Dies ist also der verlangte Werth von S^ und gleichzeitig von 
&■', und zwar ist dies ■Sy, denn das zweite *' ergiebt sich zn: 
22" IS' mit v^i — öO^O'*). 

Sehr bald darauf erreicht 6, sein Maximum, nämlich 17" 
45' mit 9j = »j, = 19" 10' und ^^ = 68" 13': Die weiter (jen- 
seits *' ^45") berechneten Werthe sind: 

5j 5" »; = 50" 53' <pi 6" 27' **) 

»jj =, 88" 3' 9P, = —5" 0' 

gj = _15'> *;=61'>58,5' 9, = — 17"3' 

»ij = 88"49' 91 15" 0' 

•) Eb mag daran erintiert werden, dass fflr y, >■ — ^ « — Vi = 

K'+F'{9i,) — aK" — J"(i^,) Tind: E'-\-E'(<p^) =- 3E'— E'(Tfp,) werden. 
•*) Nach der oben bereits wiederholten Formel: 
tg'p- f«V.tg(2|,) 
ist fOr ein negatives |j tg d negativ, also liegt dann v im zweiten Qua- 
dranten, wie ana obigen Wertben von *' und g, aucb zu erkennen ist, 
indem ja c — 2 (*' + |,) war. 
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li = -26» «■;-= 78054' (pi 26032' 

ö.;^ = 830 5r 9i = -26o 9' 
Das Maximum von — |j kann von letzterem Wertlie nur wenig 

abweichen; — Die Berechnung der Coordinaten -j und y er- 
folgt nun in der schon öfters besprochenen Weise, und wir 
erhalten dadurch folgende Resultate (man yergleiche hiezu die 
Figur XII auf Tafel III, welche die Bewegungscurve und die 
Form der Säule in einigen Lagen zeigt): 



Zusammenstellnng der Besnltate fax 

der Säule. 

Ii fr' 9i Xiil Vi-.l 
Of> . 0» I8I044' 1 


den Endpunkt 

»=«1 Z:P 
00 


—006' 


40 0' 


, 181025' 


1 


-0,033 


7048' 


-0,0035 


00 


90 9' 


1800 


0,975 - 


-0,067 


18018' 





008' 50 


"110 0' 


179014' 


0,964 ■ 


-0,076 


22017'40" 


+0,0055 


10 


13015' 


175038' 


0,948 ■ 


-0,064 


28030' 


0,039 


60 


15014' 


156033' 


0,927 • 


■f0,091 


42028' 


0,241 


100 


150 16' 


138044' 


0,898 


0,249 


50036' 


0,398 


I6054' 


I6054' 


900 


0,760 


0,509 


67036' 


0,669 


17045' 


190 10' 


68013' 


0,688 


0,596 


740 10' 


0,744 


I6054' 


22018' 


50» 0' 


0,626 


0,652 


78024' 


0,900 


100 


32049' 


, I804I' 


0,523 


0,727 


85038' 


0,829 


60 


37049' 


9049' 


0,490 


0,757 


87036' 


0,827 


10 


43049' 


1027' 


0,465 


0,766 


89038,5' 


0,847 


00 


450 


00 


0,457 


0,763 


900 


0,847 


10 


46010'43' 


" —1023' 


0,451 


0,765 


90021' 26" 


0,850 


—50 


50053' 


—6027' 


0,429 


0,775 


91046' 


0,851 


-150 


61058,5' 


-170 3' 


0,390 


0,795 


93056' 


0,895 


-260 


78054' 


26032' 


0,209 


0,841 


105048' 


0,851 


-260 


83057' 


—2609' 


0,054 


0,844 


115048' 


0,806 


-150 


88*49' 


I50O' 


-0,418 


0,686 


147038' 


0,501 


-50 


880 3' 


-50O' - 


-0,526 


0,525 


1660 6' 


0,174 


00 


880 


00. - 


-0,577 


0,421 


1760 


0. 
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Dieser Tabelle sind nur noch wenig Bemerkungen hinzu- 
zufügen. Fürs Erste erkennt man hier noch deutlicher als 
früher, dass die Ordinate der Curve y^ über ein Maximum 
hinübergeht, sodann ist der drittletzte Werth von d'' ein Ma- 

ximalwerth, endlich zeigt die Spalte für -p das Vorhandensein 

von drei Maximalwerthen, einem Maximaldrucke und zwei Ma- 
ximal-Zugkräften. 'Diese drei Maxima entsprechen den drei 
grössten Werthen von | und |i, treten aber nicht an derselben 

Stelle ein. (Bei d' = 60^ tritt das letzte Maximum von -^ 
nicht bemerkbar ein.)*) 



§ 20. Parameter d' = 89^30'. 

(Constanten. Gleichungen. Methode der Rechnung. Uebersicht I und 
II der Resultate. Die Verticaletellung bleibt isolirt, die zweite und 
dritte Gleichgewichtslage stehen im Zusammenhang. Form der Säule 

in einzelnen Stadien ihrer Bewegung.) 

Die Rechnungen und Betrachtungen der letzten Paragra- 
phen haben die Möglichkeit dargethan, Säulen, welche den 
Werthen d" = 50^, 60®, 88® entsprechend belastet sind, durch 
eine stets senkrecht zum letzten Bogenelement der Säulenaxe 
gerichtete Kraft (sei es ziehend oder drückend) in continuir- 
licher Curve bis zur endlichen stabilen Gleichgewichtslage 
hinab zu leiten. Die sich an diese Thatsache knüpfende Er- 
wartung, dass dies bei jeder Belastung möglich sei, ist indess 
nicht zutreffend (worauf bereits die Isolirtheit der dritten Gleich- 
gewichtslage [s. § 13] hinweist), und diesem Umstände soll 
der gegenwärtige Paragraph gewidmet sein. 

Beginnen wir in früherer Art, so haben wir zunächst die 
Constanten anzugeben. Diese sind: 

K = 6,1277; log K = 0,78730; P = 15,218 P^. 

Die Gleichungen des Problems sind die früheren: 



*) An die Anmerkung zu § 18 (S. 180 f.) anknüpfend, mag noch 
darauf hingewiesen werden, dass die oben abgeleitete und in XII ge- 
zeichnete Bewegungscurve^ wie man aus ihrem Anfange unwiderleglich 
erkennt, nicht durch die Säulenendpunkte in der stabilen iSrleichgewichts- 
lage bei geringerer Belastung hindurchgeht. 
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sin 9i sin &•' = sin l^ 

i; = 2(»' + S,) 



(1) 



K„ = K COS /3 . 


. (2a) 


K^ —K cos/3 . 


• (2b) 


K^ — K sec y . 


• (2 c) 


K„ — K sec y . 


• (2d) 



>/cos(2g;) 

Hiebei wird K» durch einen der Hülfswinkel ß oder y be- 
rechnet und es gilt je nach dem Zeichen von g^ und tg v 
eines der folgenden vier Systeme: 

tg*/3= tg«,tg(2y; 

tgM=-tgf.tg(2|); 

sin»y= — tgf .tg(2 6i); 

8mV= tgv.tg(2|); 
Die Kraft Z ergiebt sieb aus den Formeln § 16 (10) oder 
§ 19 (3): 

7 — ü^ (3*) 

oder: 

-J = -^ (3b) 

i^ Sin t? ^ '^ 

Die Gleichgewichtslagen werden charakterisirt durch die Werthe: 

Verticalstellung: 6 = 0« d'' = 0"" g?^ = K — y t; = 0« 
Stabiles Gleichgewicht: 0^-9' 2 d^ 

Drittes Gleichgewicht: 0^ 55^22' 7t 110^44'. 

Beginnen wir mit der Verticalstellung, so ist also zunächst 

9i = K — — = 3t + 81^5,5'. Weiterhin wächst (während |i 

negativ wird) der Winkel q)^ *), so dass man voraussehen kann^ 



*) Dieser umstand hängt aufs Engste damit zusammen, dass ^ ]> 

88*^45' (Auflösung der Gleichung (4 a) § 13) ist. Denn wie später im 

Text gezeigt wird (§ 20 a) , lassen sich die Gleichungen der Curve ^, 

d. h. der Curve, deren Coordinaten £j und d"' sind, in folgender Art 

schreiben: 

sin ^' sin qpi = sin Ij , 



IK.]/ 



cos(2^'+2|,) 



= K'+F'((pJ. 



cos (2 -e-') 

Differentiirt man diese nach |j, so erhält man aus der ersten: 



d-O-' 



d Ij cos &' sin tp^ 



cos£i 



— tg -O"' cot cpi 






r 
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die dritte Gleichgewichtslage werde sich in dieser Art der 
Bewegung des Säuleeendpunktes nicht erreichen lassen. Das 
System der Gleichungen wird aber folgendes: 

sin ^j sin &■' = sin | 

.-2(»'-i) _ _ ,^) 

Bin" )• — 'g « ■ tg (2 {) 



Vom (2 £) 

Mit Hülfe derselben sind die Nummern 1. bis 3. der nach- 
folgenden Uebersicht I, berechnet worden. In dieser lieber- 






) der zweiten: 



I <in (!»■-)-!{,) CO! (2 »■) -I- .in (2 {,) 



ii[K--|--^"(9.)l 

Setzen wir nnn l, ^ 0, ao wird auch &' ^ 0, wüluend y, einen end- 
liclien Wertti fK — — 1 behalt. Daher geben die beiden Gleichnngen; 



d»' 



di. 



l... 



Äua dicHe» Gleichungen Iftast sieh -jji- fQr |, ■— beBtimmen und hie- 



diii-i;:h <lie Abhängigkeit der anfUnglichen AenderuDgs weise dee Windele 
(pj yon # oder K erforschen. Dieaelben beiden Gleichnngen erhält maa 
aber auch, wenn man die Gleichnngen der Cnrve ¥: 
jm^-sing», =sin{. 

j ,, ^„,, =K' + J"(y.) 



in gleicher Weiae behandelt (wodnrch die Gleichungen (4) und (4a) des 
g 14 entstanden). Daraus folgt: 

Die Ah, des Wachslhttms oder der Abnahme des anfänglichen Wer- 
tlies von ipi ist ditsdbe bei der Curve V und bei der Curve ff. Wenn 
also im JEndpunkle der Säule eine gegen das letzte Element senkrechte 
Kraß teirkt, so ändert sich die anfängliche FortschreU'ungsarl v<m ipi 
bei demselben Parameter S- und in gleichem Sinne, als wenn im EndpunÜt 
eine Harinontaikraft wirkt. 



l. 



-t :•". 
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sieht ist die Berechnung von %'\ q>^ und v meistens nur nähe- 
rungsweise ausgeführt, so dass für %'' nur das Intervall von 
5^, worin es zu suchen ist, angegeben wurde, während für 
die anderen Grössen q>^ und v wahrscheinliche Mittelwerthe 
von %'' zu Grunde gelegt wurden. Nachdem nämlich drei 
Beispiele {%> = 50^, 60«, 88«) vollständig durchgeführt worden 
sind, schien es hier der sehr zeitraubenden Bechnung gegen- 
über hinreichend, Möglichkeit und Gang derselben zu zeigen 
und sie nur so weit auszuführen, als nöthig war, um mit 
Sicherheit Schlüsse daraus ziehen zu können. 

Der Winkel ^g nähert sich in den Nummern 1. bis 3. 

dem Werthe ~ und erreicht dies, während g = #' r = 0, y 

= wird. Daher heisst die Gleichung für diesen Werth 
von S: 

^ = 4 K' oder K'-l/cos (2 g) = ^ • • • (5) 



1/coB (2 I) 

Jetzt ist log^ = 0,18524 und: 



für ^' = I = 10« log [K'.f/cos (2 g)] = 0,1860 

11« 0,1837 

10« 18' 0,18529, 

also sind diese Werthe sehr nahe richtig (No. 4 der Ueber- 
sicht I). Nunmehr wird ^g gi^össer, wodurch die Gleichungen 
(4) übergehen in: 

9i = 2 3r — ^3 ; li = — S 
sin ^3 sin %•' = sin g 

V = 2(#'-g) 
sinV = tgt;.tg(2|) 

^ ^^" y = 5K'~1^(^3) 

y coB (2 s) ^ ^^ 



(6) 



Hiemit sind die Nummern 5. bis 7. berechnet, welche einen 
Maximalwerth von g zwischen 15« und 20« anzeigen. Somit 
nähert sich | der Null und erreicht sie, indem ^3 ebenfalls 
verschwindet. Das System (6) wird dann im Uebrigen erfüllt 
durch die Werthe (No. 8): 



^}S 
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^' = 45« i; = 90« cosy = ^*). . . (7) 

Die dritte Gleichung des Systems (6) lässt y unbestimmt und 
die letzte liefert obigen Werth. Die Form der Säule in diesem 
Falle ist nicht ohne Interesse. Zunächst sind die Coordinaten 
des Endpunktes, wie sich aus den Gleichungen (10) und (11) 
des § 6 ergiebt, wenn man darin 

1^ = 0, ^' = 45«, (p^ = 2jt und statt K: K, = 5K' 

setzt: 



T = 2|?44S-l=?^ für » = 45» =^ 0,4569 

/ K (mod 46°) l ' 

T- rlf^'fL =|f für ^ = 450 = 5^1?? 

/ 5 K (mod 45°) 6 1 5 

= 0,1526, 
und ferner wird (nach den Formeln des § 9): 

für q) = — g?i cö = a = Wurzel der Säule, 



(8) 



2 


»' 


2Ö-' 


Wendepunkt, 


— Jt 








Verticalstelle, 


n 
2 


%' 


2%' 


Wendepunkt, 











Verticalstelle, 


TT 


*' 


2^' 


Endpunkt der Säule. 



Um sich die Form leichter vorzustellen, ist die Figur 30 auf 
S. 193 angefertigt worden. Wird dann die Säule im untersten 
Wendepunkte zerschnitten und durch eiii Gewicht P' in ihrer 
Form erhalten, so ist dessen Grösse leicht zu ermitteln. Da 
nämlich der gedachte untere Theil \ der ganzen Länge ist 
(wie aus der Figur leicht zu ersehen), so muss P' = 
25 P (mod -O" = 45^) und ausserdem dies Säulenfünftel einer 
ganzen Säule mit der Belastung P (mod %^ = 45^) geometrisch 



*) Die Gleichungen (6) sind auch zu erfüllen durch die Werthe: 

Da aber — <; — ist, würde hiebei kein reelles ^' erhalten werden. 
6^2 
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ähnlich sein. (Beweis wie § 13 S. 139.) Damit stehen zu 
nächst die Goordinaten des Säulenendpunktes in Uebereinstim- 
mung; aber auch die aus unseren Formeln fol- 
gende Belastung ist die geforderte. Da nämlich 
der Säulenendpunkt senkrecht über der Schnitt- 
stelle (Wendepunkt) liegt, so ist seine Belastung 
gleich P'. Diese Belastung ist aber andrerseits 

V — Z oder P (l — ^). Jetzt ist (nach (3 b) 
d. §): 



P 




P(mod^ = 45^), . . (9) 



da t; = 90® ist, woraus sich ergiebt, dass Z nach 
unten wirkt, also die Belastung P vermehrt. 
Daher ist: 

r=V (l— ^) = P- secV = P- 25 (^)'. 
Der Modulus von K' ist dabei 45® und 

^ == (-^) -Po ... . 
folglich : 

P' = (?_^?_?^i^)'. p 

wie es sein sollte. 

Fahren wir nun in der Rechnung fort! Jetzt wird %^ 
positiv, %' wächst über 45® und gj^ wird grösser als 2 sr. 
Gleichzeitig wird auch v > 90® und daher tg v negativ, daher 
treten jetzt die beiden Gleichungen (2c) in Geltung, und das 
ganze System lautet: 

9i == 2 sr + ^4 

sin O*' sin ^^ = sin 5i 

sm»y tg[»-'tg(2li) 



Eseoy 



5K' + P"(^J 



(10) 



In dieser Art sind die Nummern 9. bis 15. der üebersicht I 
und zwar von 11. an genau berechnet worden, weil die eigen- 
thümliche Biegung der Curve mit den Goordinaten J^ und W 
— sie möge als O (|i , #') = oder kurz als O bezeichnet 



Saalschütz, der belastete Stab. 



13 
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werden — (s. Fig. XIX auf Tafel III) sonst nicht genügend 
hervorgetreten wäre. — Von No. 16 an ist t; > 180^, daher 
tg V positiv, folglich müssen jetzt die letzten beiden GH. (10) 
dem System (2 a) gemäss umgeändert werden. — Die letzte 
Nummer (5i = 45^) ist in folgender Art berechnet worden. 

Soll 5i sich der Grenze — nähern, so sei es = — — d, 

wobei d eine sehr kleine Grösse bezeichnet; gleichzeitig ist 

O*' > — und es sei «= - — \- d, worin aber d eine endliche 

4 4 

Grösse bedeutet. Dann ist bis auf Grössen ersler Ordnung: 

V = 7t + 2(d— d) 

tg(2 60 = cotg(2d) = ^ 
cos (2 10 = sin (2 *) = 2 * 
tg p — ^ 

COS ß = = / 

■|/2d + tg(2d— 2d) Vtg{2d) 

Kcos p K 

l/co8(2gJ ~ ytg (2 d) 

Daher haben wir zur Bestimmung von O*' und ^^ die Glei- 
chungen: 



sin '&•' sin ^^ = sin i—j 
^' = ^ + ,? 

4 ' 



(11) 



ytg (2 d) . {5K' + F in,^} = K. 
Die Rechnung ergiebt: 

für ^'=54«: log{|/tg (2 d) [5 K'+i^X^J]} =0,8078 

53^ 0,7777 

53« 18' 0,7872, 

während log (K) = 0,7873 war. Die gesuchten Werthe sind 
somit (No. 18) der üebersicht): 

^' = 53^8'; ^4 = 6P52'. 

Mit diesem Werthe habe ich die üebersicht I geschlossen, 
ohne dass gerade ein mechanisch-zwingender Grund dazu vor- 
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liegt. Denn obgleich der Werth l^ = 45^ für das ursprüngliche 
Problem als Grenze anzusehen bleibt, so sagt er hier doch nur 
aus, dass die Verticalcomponente von Z nach oben gerichtet und 
gleich der Belastung P ist. Doch bietet der weitere Theil der 
Curve vorwiegend mathematisches Interesse, hat auch übrigens 
keinen Endpunkt; so dass es zweckmässiger schien, ihn in 
einem besondem Zusatz in anderem Zusammenhang zu be- 
handeln. 

Uebersicht I. 

(S. die Curve $ (gj, -e-') Fig. XIX Taf. III, Zweig AOC . . .) 



Werthe Näherungaw. 
von £i von -O*' 



Lage von „. Nähernngsw. Hülfswinkel Riß^tung 

von Z 



von V 



1) 


0» 


0» 


« + 81« 5,5' 


0» 


y — O 


2) 


-5« 


5» 2' 


« + 83« 


0»4' 


r — O 


3). 


-10» 


10» 1' 


« + 87« 


0«2' 


y — 


4)- 


-10M8' 


»'-li 


3ir 
2 


0« 


y = 


5)- 


15» 


20»ro25» 


2« 50» 


14» 


Hülfsw. y 


6). 


-15« 


25»oo30» 


2« -35» 


25« 


» 7 


7) 


5» 


40» ' 


2« 8» 


70« 


» Y 


8) 


0» 


45» 


2« 


90« 


E 
cosy ^g. 


9) 


50 


45»oo50» 


grösser als 2 « 


105« 


H ülfsw. y 


10) 


10» 


45»ro50» 


» »2« 


115» 


» 7 


11) 


15« 


52» 18' 


2«+ 19« 6' 


134« 36' 


„ 7 


12) 


20» . 


■ 53» 22' 


2 « + 25« 14' 


146« 44' 


,, 7 


13) 


25» 


53» 58' 


2« + 31« 31' 


157« 56' 


» 7 


14) 


30» 


54» 15' 


2« + 38« 2' 


168« 30' 


,, 7 


15) 


35» 


54» 10' 


2« + 45»2' 


178« 20' 


« 7 


16) 


40» 


53» 51' 


2« + 52« 46' 


187« 42' 


Hülfsw. ß 


17) 


44» 


53« 26' 


2 « + 59« 23' 


194« 52' 


„ ß 


18) 


45» 


53» 18' 


2« + 61«52' 


196» 36' 


„ ß 



negativ 



V 



?? 



fy 



?? 



v 



V 



?> 



>.» 



}f 



9f 



V 



ff 



V 



9) 



7) 



V 



?? 



Aus dieser Uebersicht geht mit Sicherheit hervor, da in 
ihr 9i immer weiter wächst, während es in der dritten Gleich- 
gewichtslage den Werth tt annehmen muss, dass die Säule bei 



13' 
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der unsenn Problem zu Grunde liegenden Voraussetzung niemals 
aus der Verticalstdlung in die dritte Gleichgewichtslage gelangen 
wird. 

Nehmen wir jetzt als Ausgangspunkt der ferneren Rech- 
nung die stabile Gleichgewichtslage! (Vgl. von jetzt an die 
üebersicht IL) 

Die Gleichungen sind: 

sin %•' sin tp^ = sin J 

t; = 2(^'-6) } . . . (12) 

tg«^ = -tgi;.tg(2|) 

»/cos (2 i) ^^^^ 

Sie liefern die Werthe von No. 1 bis 6 der üebersicht ü. 
Bei No. 6 bleibt (wie oben No. 8 der üebersicht I) zunächst 
ß unbestimmt und bestimmt sich dann durch die letzte Glei- 
chung. Die Form der Säule ist dieselbe, welche § 17 nach 
Gleichung (4) beschrieben ist (s. Fig. 32 auf S. 198). Indem 
nun §1 und ^^ positiv werden, ändert sich das System (12) 
nur insofern, dass 

— 9?i statt 9?Q, — li statt § 

zu setzen ist. In der Art sind die Nummern 7 bis 9 berechnet 
worden. Hingegen erforderte die Nummer 10 {%''=> Ij) eine 
Rechnung besoiiderer Art. Es müssen nämlich 1^ und O*' den 
Gleichungen: 



2 



y,l/ co8(2§7) ^ 

"^T C0S(4gJ 

Genüge leisten. Dies ist nahezu der Fall für: 

|,= 19«24' = ^', <]Pi = -f, t; = 4g,, cos/J = ycos(4g,) 



§ 19 (e) 



p 



Bin«jg_ l--cos(4g,) _ 



i 



(13) 



(Für dasselbe S^ ist der zweite Werth von -O*' etwas grösser 
als 20®, woraus folgt, dass der genannte Werth von |i dem 
Maximum sehr nahe liegt Vgl. den späteren 'Zusatz.) 

Für die folgenden Nummern (11 bis 15) gelten die GH.: 
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sin d'' sin ^^ == sin g^ 

tg»/3 = tgt>.tg(2|i) 
^:mL = 3K'-i?^(^,) 



(14) 



>/cos(2gJ 

Für No. 15 ist die Form der Säule, wie leicht zu über- 
sehen (vgl. oben No. 8 der Uebersieht I), identisch mit der 
dritten Gleichgewichtslage derjenigen Säule, deren Parameter O* 

der Gleichung: 

K = 3 K (mod 45<>) 

entspricht, d. i. -ö" = 89^7' (s. Fig. 33), und zwar ist: 

l ~ ^ K (mod 45<>) 



Ml 
l 



1_ 



2 sin (46<») 



K (mod 45<>) 

Durch dieselben Werthe: ^^ = 0, ^^ = sr, welche soeben 
die Gleichungen (14) durch -Ö*' = 45^ etc. erfüllten, lässt sich 
denselben Gleichungen auch genügen, wenn ^lan darin ß = 
setzt. Dann folgt (No. 18) ^'=55^22', d. i. die dritte Gleich- 
gewichtslage (s. Fig. 34 auf S. 200). Zwischen diesen beiden 
Werthsystemen lässt sich aber ein Uebergang herstellen, in- 
dem 5i negativ (zu- und abnehmend), q)^ grösser als 7t (zu- 
und abnehmend) genommen wird. Es ist in den Gleichungen 
(14) dabei nur 

^l = — ^2) Si = — S 

zu setzen; der Hülfswinkel ß bleibt, da zwar J^ negativ, aber 
dafür V > 90<^ wird. 

Von No. 19 an gelten folgende Gleichungen: 

sin %•' sin ^^ = sin |i 

« = 2(*' + IO 
sin*y = — tg v . tg (2 IJ 

ycos(2s,) "-"^''^ 

So sind die Nummeru 19 bis 23 berechnet. 
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In No. 24 tritt wieder der Hülfswinkel ß ein, weil t;>180^ 
wird, so dass die Gleichungen lauten: 



9>i = jr — ^1 
sin d'' sin ^^ = sin ^^ 

tgV = tgi;.tg(2|0 
Ecos^ 



-. = 3K'-i^'(^,)J 



(16) 



Danach sind die Werthe von 24 bis 28 gefunden (und zwar 
von 22 an in genauer Rechnung). Der letzte Werth ist in 
gleicher Art berechnet wie No. 18 der üebersicht I. Die 
Gleichungen sind: 

sin %'' sin ^^ = sin f — ) 

^' = ^ + d 

yt^M • (3 K' - J" (^i)) = K 
und liefern die Werthe: 

«■' = 67''14'; ^, = 50« 4'. 



(17) 





m 





Flg. 91 . 



Fig. 32. 
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(S. die 

Werthe 
von|, 

1) 0» 

2) -5« 

3) -10« 

4) -10» 

5) - 5« 

6) 0» 

7) 5» 

8) 10» 

9) 15» 

10) 19»24' 

11) 18« 

12) 15» 

13) 10« 

14) 5« 

15) 0« 

16) -0»20' 

17) -0»20' 

18) 0» 

19) 1» 

20) 5» 

21) 10« 

22) 15« 

23) 20« 

24) 25« 

25) 30» 

26) 35» 

27) 40« 

28) 44» 

29) 45» 
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üeberaioht ü. 

Curve * (g,, «•') Fig. XIX Taf. III Zweig B01D20Q...) 

Nähetungsw. L^geTong), Nähernngaw. Hülfswinkel Ric^^t^ng 
von •ö'' "" '' 



89« 30' 0» 

89»30'oo90» —5« 
89»ro89»30' -10« 



56» 
51« 

45» 

35»oo40» 
30«oo35» 
25« oo 30» 

19« 30' 
20« 
25» 
30»oo35« 

45» 

47» 
54» 

55» 22' 
58»ro59» 
60«oo65» 
65«oo70» 
68« 42' 
69« 26,5' 
69» 41' 
69» 34' 
69» 0'18 
68» 14,5' 
67» 27' 
67« 14' 



—12« 
— 6«30' 

0« 

8» 30' 
18» 
35« 

Y 

«—71» 

«-49« 
« — 24» 
«-10» 

« 

« + 0« 27' 
« + 0« 25' 
« 

« — 1» 10' 
« - 5» 31' 
«—11« 
«—16« 8' 
« — 21« 26' 
« - 26» 47' 
« — 32» 15' 
« - 37» 54' 
«-43» 48' 
« — 48« 47' 
«-50« 4' 



von V 
179» 

170» 

159» 

92» 

92» 

90» 

85« 
83« 
80» 



^ = 
Hölfsw. ß 

,, ß 
y, ß 
,, ß 

cos ß = -^ 
Hülfsw. ß 

ß 
ß 



;; 



v 



von Zj 

Null 
positiv 

V 

?> 

» 

» 
n 



n 
» 



v = 4|j co8|3="l/cos4|i „ 
74« Hülfew. ß 

ß 

ß 
ß 

. 3K' 

Hülfsw. ß 

„ ß 

110« 44' /3 = 
117« Hülfsw. y 

Y 



70» 
70» 
80« 

90» 

93« 
107» 



V 



7J 



77 



;? 



7? 



JJ 



Null 
negativ 



135« 
155» 
167» 24' 
178« 53' 
189» 22' 
199« 8' 
208« 0' 36" „ 
216« 29' 
222» 54' 
224« 28' 



9} 



7? 



n 



7) 



y 

Y 
Y 

ß 
ß 
ß 
ß 
ß 
ß 



J7 

;? 
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Fig. 33. 



Fig. 84. 



Aus dieser üebersicht erkennt man, dass es möglich ist, 
die stabile Gleichgewichtslage mit der dritten durch eine Kraft 
senkrecht mm letzten Curvenelement in Verbindung zu setzen. Es 
ist sogar, wie • der Zusatz lehren wird, möglich, aus der dritten 
Gleichgewichtslage auf anderem Wege wieder in die stabile 
zurückzugelangen. 

Die Form der Säule ist in den einzelnen Stadien zwar 
nicht berechnet worden, dennoch kann man eine Vorstelhmg 
der allmäligen Formveränderung gewinnen, wenn man nach 
einander die Figuren 31 — 34 ins Auge fasst, welche bezüglich 
den Nummern 1. 6. 15. 18 der üebersicht II entsprechen: 



l):^ = -0,67 

^ = 0,33 
«1 = 179« 



2) ^ = 0,46 

^ = 0,76 
«1 = 90« 



3)^ = 



l^ 0,46 

^ = -0,25 
90« 



4)f = 



0,23 



a 



^ = -0,27 
«1 = 111«. 



Vgl. auch die Anmerkung zu § 20 a. Seite 208. 



Fassen wir nun das mechanische Resultat der letzten 
Paragraphen zusammen und erinnern uns auch daran, dass 
die Ueberführung aus der Verticalstellung in die dritte Gleich- 
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gewichtslage durch eine Horizontalkraft für «d" = 88^ noch 
möglich, über d' = 88^Aö' hinaus [s. § 13 Gleichung (4a)] 
jedoch nicht mehr möglich war (s. § 13 und § 14, besonders 
die Zusammenstellungen), so folgt: 

Die senkrecht mm letzten Curvenelement der Säulenaxe ge- 
richtete Kraft vermag, so lange die Säule nur zwei Gleichgewichts' 
lagen "besitzt, sie aus einer in die andere hinOber zuführen; hat 
die Säule noch die dritte Gleichgetvichtslage, so verliält sich die 
genannte Kraft betreffs der Möglichkeit, die Verticalstellung mit 
der dritten Gleichgewichtslage in Zusammenhang zu bringen, wie 
die Horizontalkraft, verbindet jedoch, abweichend von der letzteren, 
die dritte mit der stabilen Gleichgewichtsluge, 



§ 20a. Zusatz. Ueber die Curve 0(li, '&•'). 

(Gleichungen der Curve in vereinfachter Gestalt. Grenzwerthe von J^ 
und -0"'. Werthe in der Nähe der Grenze. Die verschiedenen Zweige 
der Curve, [Mechanische Bedeutung einzelner derselben] Schilderung 
der Curve. — Verkleinerung des Parameters: -0- — 89<*7', 89°, 88°, 60° 
und 50°; -0" kleiner als 45°; Ö* == 0; K = 0. Änwendtmg des letzten 

Falles in jexperimenteller Hinsicht) 

Die dem eben behandelten Problem entsprechende Curve 
mit den Coordinaten 1^ und '9'' bietet in mathematischer Be- 
ziehung noch mancherlei Interessantes dar, so dass es wohl 
der Mühe werth scheint, näher darauf einzugehen. Wie die 
Figur XIX auf Tafel III zeigt, igt die Curve durch die im 
vorigen Paragraphen gegebenen Uebersichten nicht erschöpft. 
Sie hat noch eine Schleife, welche den Zweig OQE mit dem 
Zweig OB verbindet, und mehrere schmale, Lemniscaten ähn- 
liche Schleifen, die sich in kreuzen und als deren Anfang 
der Zweig OC erscheint. 

Zunächst können wir die Gleichungen der Curve in ein- 
fachere Gestalt bringen. Die Hülfswinkel ß und y bringen 
nämlich nur die gegenwärtige wie auch die folgenden Auf- 
gaben mit ^em Hauptproblem dieser Schrift in engere Bezie- 

hung und bieten leichte Formeln zur Berechnung von -p dar; 

an sich aber bedürfen wir ihrer zur Bestimmung der Curve 
nicht. Aus der Gleichung (2a) des § 20 folgt nämlich: 



cos/3 = 
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1 



Vx+tgv.tg{2^,) 

und daher: 



Kp __ K cosp K |/co8 V K }/cos t? 



Vco8(2gi) yc08(2gi) ■|/co8(2gi)co8t; + sin(2|i)8int? yco8(t;— 25i) 

d. i., wenn wir statt v den Werth [Gleichung (1)]: 



einsetzen: 



^ ^ -|/ co8(2^^ + 2g0 ^. 
V cos (2^') >'' 



so dass also die Gleichungen der Curve Q folgende sind: 

sin -d*' sin (p^ = sin |j 

K • V^^^ = ^' + ^'(<^^) 



(18) 



C08 (2 &•') 

worin nur statt (p^ jedes Mal der richtige Substitutionswerth 
zu setzen ist. 

Verfolgen wir nun zuerst den Zweig OE**) weiter! 
Darin ist (vgl. Uebersicht II No. 29) zu setzen: 

und somit werden die Gleichungen (18): 

sin d"' sin f^ = sin 1^ 

^ =- K .|/^:2l^§^ - [3 K' + i.'(V.)] = 0. 

Setzen wir hierin 1^ = 45^, so folgen unmittelbar die Glei- 
chungen (17) des § 20. 

Nehmen wir ferner g^ = 50^, so folgt (mit directer Be- 
nutzung der Legendre'schen Tafeln): 

für d'' = ßö^» ^1 = 57^ 42' Vj = 50« D = 0,378 

^' = 66« ^1 = 57« 0' t;i = 52« D = 0,005, 

also ist '9'' wenig grösser als 66« und könnte nun noch be- 
liebig genau, berechnet werden. Bald darauf wird <9''=li mit 

i^i = Y' S®*2® ^cb dann: 

« 

*) Die Benutzung einer der Gleichungen (2 b), (2 c), (2d) führt zu 
demselben Resultate. 

**) Die Fortsetzung der Zweige OC und OE über gj =* 45° hinaus 
ist auch in mechanischer Beziehung kein Widerspruch mit den Voraus- 
setzungen unserer Aufgabe, wie bereits oben S. 194 f. ausgeführt wurde. 



§ 20 a. 



- 203 



so wird: 



2 Si = 2 ^' = A, 



K 



■■V; 



cosX 



2 



(19) 



COS (2 X) 

A = 2 li = 2 '&•', 
mit welcher Gleichung auch (6) des § 19 zu vergleichen ist. 
Jetzt ist logf-ö") "^ 0,4863, und der Logarithmus der linken 

für d'' = 62^: 0,4320 
für '9'' = 63«: 0,4905 
für ^' = 62,9^• 0,4844. 

Aus den beiden letzten Werthen folgt durch Interpolation: 

In diesem Punkte berührt die Curve also eine von Ä aus 
unter 45^ gezogene gerade Linie. Sehr bald darauf erreicht 
li seinen Grenz werth und die Curve wendet sich. Dies er- 
kennt man am besten, wenn man in die Gleichungen (18) für 
li, d"', <pi (d. i. 7t — ^i) Werthe einsetzt, die sich von den 
jetzigen wenig unterscheiden. Bezeichnen also x, t, f kleine 
Grössen, so substituiren wir: 



ll 


=■ 


l 

2 


+ X 


d' 




1 
2 


+ t 


V>i 




2 


-f 


ti 




2 


+ /• 



(20) 



Dann ist, stets unter alleiniger Beibehaltung der ersten Po- 
tenzen von X und t: 

cos (2 -ö-' + 2 li) = cos (2 A) [1 - 2 tg (2 A) {x + 0] 
cos (2 %•') = cos A (1 — 2 tg A . 

-1 / cos (2 a-' 4- 2 10 ^ 1 /cos (2 X) 
V cos (2 «•') ~ V 



-V 



cosl [l-tg(2A)(a; + + tgA.*] 
'°^(l-**g(2A)-<[tg(2A)-tgA]) 
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Ferner ist: 

sin 9)1 = cos /•= ^ = 1 — cot (I) -(t — x); 

yi — coa*f= sin /•=/•= 1/2 cot (y Yt^^- (l- ^ (t — x)), 

oder, da wir nur die erste Potenz von t und x beibehalten 
wollen: 

f = 1/2 cot (I) . yT^^ (22) 

Diese Gleichung enthält die Annahme, dass f positiv, also 
tpi kleiner als -^ sei. 



Dann wird: 



2 -^ 



. 2K'-F'it,) = F'(,pO = f -— ,^^ ._- 

^ yi— sm^Ö" sin* 9 




2 



= K' - / • ^^ 

J yi — sin* -0"' sin* 9 



TT 

2-^ 



Setzen wir in dem Integral: 9 = -r — v, so wird es: 

J }/l - sin* «•' cos» v Jcos^V ^2 ^ ^ / 



^' •" 2 cos^' ' 3 "^ . 



cos 
d. i., wenn wir nur die ^te und Ite Potenz von t^ x und t—x 

beibehalten (also wegen des Zählers fi cos-d-'^cos fr] setzen): 



2 



r{^,) = K'--^.yt-x. . . . (23) 

y sin X 
Somit wird die zweite der Gleichungen (18): 
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oder, wenn man die Gleichung (19) benutzt, um die erste 
Wurzelgrösse zu eliminiren: 

K'-V^^ 5^^ (^ + 2 co8*^ • ^) = V^^^ ■ (24) 

Hierin sind ausser t und x alle Grössen bekannt und die Glei- 
chung hat somit die Form: 



At + B .X =yt — x (25) 

worin A und B positive Grossen sind und mit einander noch 
durch die Beziehung: 

B = 2cosU. J. (26) 

zusammenhängen. Betrachtet man in (25) x als gegeben und 
t als gesucht, so folgt: 

t f x + 2^, (l + yi - AA{A + B)x) . (27) 

Nimmt man nun x als positiv an, so sind beide Werthe von 
tf so lange sie reell sind, auch positiv und grösser als x, weil 
sonst die rechte Seite von (25) imaginär, die linke reell wäre. 
Daraus folgt dann aber weiter, dass beide Male die Gleichung 
(25) in der Art erfüllt wird, dass die Wurzelgrösse rechts das 
positive Vorzeichen erhält (weil die linke Seite für beide 
Werthe von t positiv ist). Die Grösse t ist aber nur so lange 
reell, als: 

oder: i 

^ "^ 4 Jt» (1 + 2 cosU) *^^^) 

bleibt. Nun ist aber in der Regel A ziemlich gross (wegen 
des Factors K', dessen Modul jedenfalls grösser als 45^ ist*)), 
folglich wird, wenn man sich x von Null an wachsend denkt, 
t sehr hold imaginär werden, bis dahin aber je zwei positive 
Werthe erhalten, so dass. auch dem Werthe Null für x die 
beiden Werthe: 

* = 0, < = ^ (29) 

entsprechen. — Uebertragen wir nun diese Schlüsse auf unsere 



*) Ist dies einmal nicht der Fall, so fällt nur die Schlussfolgerung 
betreffs der Nähe der Grenze fort. 
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Aufgabe, so folgt, indem wir uns der Gleichung (22) und der 
nachfolgenden Bemerkung erinnern: 

Der Werth: |j = -ö"' = — entspricht dem Werthe 9i = -^; 
der andere Werth von ^' für dasselbe %^ ist > und entspricht 



einem Werthe von 9^1 <v Vermehrt man %^ um den kleinen 



positiven Zuwachs Xy so erhält man für %' je zwei Werthe, 
welche Werthen von 9i < -^ entsprechen. In der meistens 

bald erreichten Grenze fallen die beiden Werthe von ^' zu- 
sammen, ^)^ ist daselbst < — . 

Nehmen wir nunmehr x als negativ an, so liefert die 
Formel (27) stets reelle Werthe und zwar, da x so klein sein 
muss, dass 0^ fortzulassen ist, je einen positiven und einen 
negativen Werth, was man am schnellsten aus der geordneten 
Gleichung (25) mit x = — x : 

ÄH^ — 2Ät[Bx+^-x jBV = 

ersieht. Aus der Formel (27) ergiebt sich jetzt: 

Ät + Bx = At — Bx = ^[l±yi+4:A{A+B)x\ (30) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Mal positiv, ein Mal 
negativ, also wird auch die Gleichung (25) jetzt in der Art 
erfüllt, dass für das negative t die Wurzelgrösse rechts als 
negativ und daher für das positive t als positiv anzusehen ist. 
Hieraus folgt in der üebertragung auf unsere Aufgabe: 

Vermindert man den Werth li = ^™ ®^^® kleine Grösse 

X, so erhält man zwei entsprechende Werthe von O*'; der eine 

ist kleiner als — und entspricht einem Werthe von 9i > -^ , 

der andere ist grösser als - und entspricht einem Werthe von 

Fassen wir beide Schlüsse zusammen und betrachten 
gleichzeitig die Figur XIX (auf Tafel III), so erkennen wir: 
der Zweig OE berührt im weitern Verfolg in L die gerade 
Linie AM. Dann hebt er sich etwas und biegt sich schnell 
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zurück; die Verticalen kurz vor, an und nach der Berührungs 
stelle schneiden die Curven in den oben geschilderten zu- 
sammengehörigen Werthen von d"' [entsprechend den Werthen 

von t aus Gleichung (25)]. Auf der Strecke OL ist (Pi>-^y 
in i ist es =vj ^^^ ^^ ^^ ^^^ ^^^ Grenze und weiter auf 

dem umgebogenen Theile der Curve ist 9i < -^ • 

Was nun die besonderen Werthe für -ö* = 89^ 30' (Figur 
XIX auf Tafel HI) betriflffc, so ist: 

log -4 = 0,9495; log jB = 0,7861; Max. von rr = 6,5'; 

Max. von ^ = 17', 
also: 

Grenze von %^ = 63^ 2,5', 

Grenzwerth von '9'' = 63^ 13', 

für a; = 0: ^ = oder t = 43'. 

Femer ist für a; = 4': t = 32' oder t = 6', 

für x = &: t = 23' oder t = 12'. 

Verfolgen wir jetzt den umgebogenen Theil der Curve 
weiter, so haben wir zu dem Zweck in den Gleichungen (18) 

9i < Y ZU nehmen, wodurch sie also ganz ungeändert bleiben. 

Vermindern wir l^, so wird es zunächst = 45®, während d"' 
und g?i aus den, den Gleichungen (11) und (17) analog ge- 
bildeten Gleichungen: 

sin d"' sin g)^ = sin l—) 

d'' = ~+d\ • • . (31) 

yt^^ [K'+ F'(<p,)] = K 

folgen und die Werthe haben: 

^' = 78M5', 9, = 46^9'. 

Wird nun li noch kleiner, so behalten die Gleichungen (18) 
dieselbe Form; mit vermindertem g^ wächst O*', und für|i=0 
werden die Gleichungen durch die Werthe: 

0-' = ^; 9i = 0; t; = 2a'; K' = K 

erfüllt. Diese charakterisiren aber die stabile Gleichgewichts- 
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läge oder den Punkt B der Figur XIX (Tafel III), und somit 
führt die Fortsetzung des Zweiges OE nach B*) und setzt sich 
über B hinaus in den Zweig BO fort. 

Für den letzten Zweig gelten nämlich die aus den Glei- 
chungen (18) durch die Substitution: (p^ = -—g>Q, li = — S 
hervorgehenden : 

sin &' sin tp^ = sin | 



V' 



cos (2*- -21) _ K'-i?^(9,) 



(32) 



COS (2 '^') 

deren Resultate sich also direct an die früheren anschliessen. 
(S. No. 1 bis 6 der üebersicht H.) 

Wenden wir uns nunmehr zu dem Zweige OCl Für ihn 
ist 9?! = 2 Ä -f- ^4, daher: 

K' + r(<pO = 5 K' + F'it,-), 
sin O"' sin ^^ = sin S^. 

Im Punkte war ^^ = (No. 8 der üebersicht I), für 1^ 
= 45<> war &>' = 53^ 18' und ^^ = 61^52' (No. 18 der üeber- 
sicht). Wird li grösser, so gelten folgende, den Gleichungen 
(18) ganz analoge Gleichungen: 



*) Die meclianische Bedeutung dieses Zweiges ist, dass der Säulen- 
eudpunkt durch eine Kraft senkrecht zum letzten Gurvenelement zur 
Verticalen hingezogen wird. — Ueberblickt man den continuirlichen 
Linienzug B0\I>20QELB^ so folgt daraus, dass man die Säule aus 
der stabilen Gleichgewichtslage aufrichten, ihr Endelement in eine ho- 
rizontale Lage bringen, dasselbe noch mehr nach links hin emporziehen 
und allmälig wieder in die Horizontale sinken lassen kann, wobei aber 
die Lage der ganzen Säule eine andere, links von der Verticalen befind- 
liche geworden ist; sodann biegt sich das letzte Element bei nachlas- 
sendem Zuge schräg abwärts, und die Säule gelangt hiebei in die dritte 
Gleichgewichtslage (vergl. bis hieher die Figuren 31 bis 34 S. 198 ff.); 
zieht man jetzt das Endelement etwas nach links hinab, so schlägt die 
Säule so zu sagen nach vom (d. h. rechts) hin über: hiebei wächst die 
zum Hemmen erforderliche Kraft fast plötzlich zu bedeutender Grösse 
an; lässt man sie allmälig schwächer werden, so gelangt die Säule von 
links her wieder in die stabile Gleichgewichtslage, aus welcher man sie 
nach rechts hin entfernt hatte. (Vergl. die Zahlen der üebersicht II, 
besonders e; »> a^ , und die Zahlen dieses Zusatzes.) 
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sin -ö"' sin ^^ = sin J^ 



^•l/-''t-frm-- = 5^' + ^(^^)l 



(33) 



Ist z. B. wiederum l^ = 50^, so ist, wenn wir wie oben die 
Diflferenz der linken weniger der rechten Seite in der zweiten 
Gleichung mit D bezeichnen: 

für d' = 52«: ^^ = 76« 29'; v^ = 24«; D = +0,45 

für 0«' = 53«: 73« 37'; 26«; — 0,42. 

Daher liegt '9'' zwischen 52« und 53« und könnte in gleicher 
Methode so genau wie erwünscht berechnet werden. 

Der Werth für li^^-d"' bestimmt sich aus den Gleichungen: 



' V cös(2 X) ~ "6" I 

A = 2 li = 2 '9'' . 
Gleichzeitig ist ^4 =-5- geworden. — Die Werthe sind: 



(34) 



»' = 51« 53' = li. 

Um den Grenzwerth von ^' zu erhalten, setzen wir wieder 
wie oben Gleichung (20): 



1. 




2 


+ 


X 


»' 


— 


X 
2 


+ 


t 


t. 




2 




f 


9»! 




6n 
~2 




f 



(35) 



Dann gilt hier für f wiederum die Gleichung (22), da ^4 ge- 
nau in die Stelle von g?i in (20) rückt; an Stelle der Glei- 
chung (23) kommt jetzt: 



■F'(i^J=K'- 



}/sin X 



und die zweite der Gleichungen (32) wird jetzt üait Benutzung 
von (21): 



Y co8;L \ 



-^{^ + 2cos2A 

cos (2 X) * ' 



.a;})-(C)K' 



^y't—x 



VsinX 



)=« 



oder mit Rücksicht auf (34): 

Saalschutz, der belastete Stab. 
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3K'.Y^rx^^^(t + 2coBn^x) = Vt-^x. (36) 

Diese Gleichung entspricht der Form nach genau der Glei- 
chung (25): 

Ät + Bx = yt — x. 

Daher gelten auch die an letztere geknüpften Schlüsse. Be- 
sonders ergiebt sich, dass der Curvenzweig OC sich nach 
unten biegen muss, um die Linie ^ Jf in P zu berühren, und 
dass er dann auf dem Wege PO wieder an der Kreuzungs- 

stelle anlangt, während (p^ von -^ über Sä — ^5 bis 3 ä 

wächst. 

Sodann setzt sich dieser Zweig nach links hin fort. An 
Stelle der Gleichungen (18) treten jetzt folgende: 

sin <&•' sin ^^ = sin | 

Die Gleichung, welche das Zusammenfallen von d^' mit | be- 
zeichnet, lässt sich jetzt leicht aufstellen. Dann ist nämlich: 

*' = !; te = T 
und daher [vgl. Gleichung (5)]: 

K 

8 l . - - . (38) 



(37) 



K'-ycos/x = 
Nehmen wir wiederum Werthe, welche diesen sehr nahe liegen, 



und zwar: 



5 =1+^ 
»' = ^ + t 



n 



(39) 



so wird bis auf erste Potenzen von x und t: 

2 «•' — 2 I = 2(t-x) 
cos (2 «■' — 2 I) == 1 

cos (2 ö-') = cos ft (1 — 2 tg ^ . t), 
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daher: 



V 



''SI^-^('+'«'-')- --f*^) 



|/C08ft 

Ferner ist genau nach Analogie von (23): 



F'it,) = r-'-^ (41) 

y Bin II 



Folglich wird die letzte der Gleichungen (37): 



^ (l+tg^.<) = 8^-^^"*^ 



oder wegen (38): 

K.tg*^.^ = —2yt — x .... (42) 

Die rechte Seite dieser Gleichung hat das negative Vorzeichen : 
daraus folgt, der an Gleichung (22) angeknüpften Bemerkung 

entsprechend, dass f negativ sei, dass also, sobald | > ^ wird, 

^6>Y oder g?i>3^jr werde. Hieraus schliessen wir: dass 

der in Bede stehende Curvenzweig, von kommend, guerst die 
unter 45^ gezogene Linie AN in R berührt , sich dann nach 
oben biegt und nach zurückgeht Auf der Strecke OR liegt 
9i zwischen 3 ä und 3^ 7t, in R ist g)^ = 3^ ä, an der Grenze 
der Curve (Max. von §) und weiterhin nach zu ist tp^ > 
3^jr und erreicht in den Werth 4jr. 

Den erwähnten Grenzwerth erhält man durch Auflosung 
der Gleichung (42) nach t. Das Resultat ist: 

c-(f)Vc I 

und somit der Grenzwerth 

= 45"=^ K^~ ' t ==2x (44) 

Diese Werthe sind für grosse Parameter &• ausserordentlich 
klein. 

Die nach gelangte Curve geht nun in gleichem Sinne 
weiter; bei der nächsten Berührung mit AM ist g)^ =4t^7C, 
bei der folgenden G^ä, allgemein bei der wten Berührung: 

9i == (2w+^)ä 



X 



14 



* 
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und daher treten an Stelle der Gleichungen (34) folgende all- 



gemeinere: 



V 1/ ^^^^ ^ 

V ( 



(45) 



COS (2X) 2 (2 n + 1) 

A = 2 5j = 2 & . 

Der Grenzwerth von x ist, der Form nach übereinstimmend 

mit Gleichung (28): 

1 

^ ~ 4 ^* (1 + 2cöön) ' 
worin aber: [ . . . . (46) 

Ä=(2n + l)K''y^^^^ 

^ ' >' cos (2 X) 

wie aus Gleichung (45) gegen (34) zu erkennen ist. Femer 
ist wie oben [Gleichung (29)]: 

für x = 0: t = oder ^ = -i-. . . . (47) 

Aus (45) folgt, dass X sich dem Werthe ^ nähert, denn 

für w = 00 wird die Gleichung durch diesen Werth erfüllt. 

li und d" nähern sich also — . Ferner wird, wie aus (46) 

hervorgeht, der Grenzwerth von x immer kleiner, also das 
Curvenende immer spitzer, und sie selbst immer schmäler, wie 
aus (47) zu sehen ist. Die Schleife selbst geht also schliesslich 
in eine von ausgehende, Ins AM reichende gerade horizontale 
Doppellinie über. 

Ganz ähnlich ist es auf der linken Seite. Bei der näch- 
sten Berührung ist tp^ = 5^ %, sodann 7^ 7t, allgemein bei der 

wten Berührung: 

9i = (2n + \\)7C. 

Somit lauten die verallgemeinerten Gleichungen (38): 



K'- )/cos ft 



K 



4 (n 4- 1) 

^ = 2gi = 2^'. 
Die Grenzwerthe von x und t bleiben: 



(48) 



K 
endlich ist: 



^=22^; t = 2x (49) 



für a; = 0: ^ = und ^ = ^^^^ • • • (50) 
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Nun wird die Gleichung (48) für w = c» (sowie (45) 
durch A = y) durch /x = ^^ ^' ^- l^ = '&•'= 45^ erfüllt, also 

nähert sich ^^ = d^' diesem Werthe. Dies d"' wird zugleich 
Grenzwerth, da x aus (49) immer kleiner und schliesslich 
Null wird. Wie die Gleichung (50) lehrt, wird die Schleife 
immer schmäler und geht zuletzt in die Bückwärtsverlängerung 
der von nach rechts gehenden Doppellinie über. 

Das Resultat der Untersuchung ist demnach folgendes: 
Die Curve Q (j^^, t') = für O* = 89^30', gruppirt sich um 
eine verticale Linie, die Axe der Figur, AO und liegt innerhalb 
eines von zwei Linien AM und AN, welche gegen AO je um 
4:5^ na>ch redits und links geneigt sind, gebildeten Winkels, Sie 
setzt sich aus zwei Linienzügen zusammen, die sich im Mittel- 
punkte der Figur zu verschiedenen Malen kreuzen. Der erste 
Linienzug besteht in einer unregelmässig gestalteten, in sich ge- 
schlossenen Doppelschleife, deren Kreuzungspunkt in liegt und 
welche zwei Mal von einer geraden Linie AM berührt unrd. Der 
zweite Linienzug gelangt von dem Fusspunkt der Figur A in ein- 
fachem, die Linie AN berührendem*) Bogen nach und bildet 
sich hier zu einem System von unendlich vielen Doppelschleifen 
aus. Der gemeinsame Kreuzungspunkt ihrer aller ist 0, Von 
hier geht die eine Hälfte nach rechts und tvird durch die Berüh- 
rungslinie AM begrenzt; die Berührungspunkte rücken dabei von 
oben her allmälig bis in das Niveau von herab. Der andere 
Theil geht nach links und tvird in jeder Windung durch die 
Linie AN tangirt; die Berührungspunkte gelangen dabei von 
unten her allmälig in das Niveau von 0, Die einzelnen Schleifen 
werden immer schmälet^ und nähern sich mehr und mehr von 
verschiedenen Seiten einer geraden horizontalen Doppellinie ST, 
die durch hindurchgeht und von AM bis AN reicht. 



Lassen wir jetzt den Parameter -d* kleiner und kleiner 
werden und sehen zu, ob und wie die Natur der Curve sich 



*) Wenn K > 2 tt (^ zwischen 89<>30' und 36') wird, findet eine 
solche Berührung nicht statt. 
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ändert. — Das &•', dem die dritte Gleichgewichtslage entsprach, 
war 55^ 22' und wurde durch die Gleichung 

3 K' = K § 14 (2) 

gewonnen. Diesem Werthe entspricht in Fig. XIX (Taf. III) 
der Punkt Q. Derselbe kann jedoch auch mit zusammen- 
fallen: dies wird der Fall sein, wenn das -d*' der Gleichge- 
wichtslage = 45^ ist und wir brauchen daher nur K, und 
hieraus O*, mittelst der Gleichung: 

K = 3 K' (mod. 45^) 

zu berechnen. Das Besultat ist: 

^ = 89<» 7'. 

Die entsprechende Curve ist in Fig. XVIII (Tafel III) dar- 
gestellt*) (doch ist in dieser wie in den Figuren XVII und 
XVI das Schleifensystem nur angedeutet). Sie unterscheidet 
sich ihrer Natur nach von der vorigen nur dadurch, dass statt 
der beiden Schnittpunkte und ^der eine Punkt als Be- 
rührungspunkt eintritt. 

Nehmen wir nunmehr (s. Fig. XVII Taf. III) 

^ = 89«, 



*) Die der Zeichnung zu Grunde gelegten Werthe sind (meist nur 
durch Interpolation innerhalb 5^ berechnet): 

Erster Linienzug B01D2 OE , .B, 



{BO) li - 0« ^' 


= 


89«7' 


{BO) 


Si = - 


-5« 


«•' == 52« 


h^ 




85«^.^ 90« 


(01D20) 


0« 


45« 


— 10<> 




86«^ 90« 








5« 


35«r^40« 


— 20<> 




85«r^90« 








15« 


26« 


—260 




85«~90« 








15« 


19« 


— 30<> 




85« 








5« 


27« 


— 25<» 




70«^75« 




iOE) 


0« 


45« 


-20^ 




65«~70« 








5« 


60« 


10'^ 


58« 

oc. .. 












Zweiter Linienzug A 






{AO) 1,-0« 


«•' 


= 0« ( 


[AO) 


Si 


= 0« 


^' '• 


= 45« 


— 10^ 




14« 


{OC) 




10« 




48« 30' 


—15« 




17« 






15« 




51« 


-20« 




20« und 30« 




20« 




52« 30' 


15« 




34« 






25« 




53« 


— 10« 




37« 






• ■ 


m • 


. • • • 
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SO entspricht die dritte Gleichgewichtslage dem Werthe d''=»42^] 
daher liegt Q unterhalb 0, wodurch die Lage der Schleife 
0Q2D10 sich entsprechend ändert. Ausserdem tritt deut- 
licher als früher die Ausbuchtung von 0Q2D und die nach 
innen gewölbte Form von AO hervor, wobei die beiden gegen- 
überliegenden Punkte J und H einander näher kommen. 

Die bisherigen Parameter lagen oberhalb des Werthes % 
= 88^45', welcher einen Wendepunkt in dem Gange von g)^ 
bezeichnet (s. die Anmerkung zu § 20 S. 189). Anders ver- 
hält es sich mit dem Parameter: 

^ = 88^. 

Die Figur XVI, welche die betreffende Curve ® darstellt, be- 
steht zunächst aus dem Linienzuge AQOB, für den die Werthe 
aus der Zusammenstellung in § 19 (S. 187) entnommen sind. 
Ausserdem ist aber die Figur durch eine Anzahl Schleifen 
etc. neu zu ergänzen: der rechts oben gelegene Theil der Fi- 
gur entspricht vollkommen den betreffenden Theilen der Fi- 
guren XVII, XVIII und XIX. Verfolgen toir jedoch die Linie 
EO über hinaus ^ so wurde vorher für diese. Fortsetzung <p^y 
welches für den Werth % erhalten hatte. Meiner als n, und 

Jcam über D (woselbst es — tvurde) in wieder als Null an. 
Jetzt aber wird g)^ grösser als ä; Ii wird negativ und die Curve 
berührt links die Linie AN (mit (p^ = -^j, wendet sich und ge- 
langt nach 0, während tp^ bis 2^ gewachsen ist Die Fort- 
setzung entspricht dann wieder vollständig dem Zweige OC. 
in den früheren Figuren, denn der Werth von g?i im Anfangs- 
punkte ist 2 Ä, wie früher, und ebenso wird tp^ immer grös- 
ser und grösser. Es bleibt also nur noch zu veranschaulichen 
übrig, wie die abweichenden Theile der Figuren XVI und XIX 
in einander übergehen können. Dazu dient besonders die 
Zwischenfigur XVII. Denken wir uns einerseits die Punkte 
F und G der Figur XVI bei wachsendem -ö* (über 88^ hinaus) 
sich so weit nähernd, bis sie zusammenfallen, und anderer- 
seits die Punkte H und J der Figur XVII bei abnehmendem 
%^ (unter 89^ hinab) ebenfalls sich nähernd, bis sie zusammen- 
fallen, so erhalten wir beide Male dieselbe Figur. Diese steht 



— 216 — §20a. 

etwa zwischen Figur XVI und XVII, so wie Figur VIII d 
zwischen Figur VIII c und VIH e (Tafel II) steht *). 

Für d' = 87^56' (s. § 13 S. 133) würde Q mit Ä zusam- 
menfallen, für kleinere Parameter, z. B. für: 

# = 60« und d' = 50« 

würde sich nur die Curve sofort von Ä aus nach rechts wen- 
den, ausserdem aber die Natur nicht ändern. 

Ist aber femer: 

d^ < 45«, 

so wendet sich die Curve nach rechts, kehrt nach links zurück 
und durchschneidet die Axe der Figur in dem Werthe d''= «ö*, 
wendet sich nach links und zurück, durchschneidet die Axe 
der Figur zum zweiten Male für den Werth '9'' = 45« und 
bildet nunmehr an der Sjpitze der Figur ein System von 
Schleifen, das den früher beschriebenen genau analog ist. Der 
Beweis für die Richtigkeit dieser Darstellung ist unschwer zu 
finden und soll nicht besonders mitgetheilt werden. 
Auch in dem Grenzfalle: 

^ = 0, K = | 

ist die Form der Curve nicht wesentlich anders. Sie berührt 
in Ä die Axe der Figur, wendet sich nach links und zurück 
und bildet an der Spitze derselben {%•' = 45«) das besprochene 
Schleifensystem. 



*) Die besonderen Werthe, wonach Figur XVI gezeichnet ist, sind 
folgende: 

ÄOB 8. oben S. 187. EOFOC . . . 



5i = 150 


-O-' 


= 


: 60« 


5« 






54« 


QO 






45« 


-5« 






24« 


15« 






24« 


— 30" 






30« ' 


— 30« 






34« 


15» 






38« 


5« 




c. 


42« 


0« 






45« 


5« 

• . • 


• 


• 


47« 

• • 
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Wird K noch kleiner; so wird d' imaginär^ ohne dass die 
Gestalt der Curve O dadurch wesentlich beeinflusst würde. 
Für den äussersten Grenzfall 

K=0 d. i. P=0 

folgt aus den Gleichungen (18): 

sin -O"' sin g)^ = sin Sj 

^ ' V cos (2^')— =^ +F isp,) 
entweder: 

g^ = - #'^ (p^ = — j #' unbestimmt, 

oder: 

%>' = 45®, §j unbestimmt, sin 9?^ = ]/2 . sin §1, 

also höchstens §1 = Hh 45®. Das beweist also, dass in diesem 
Falle die Curve aus den beiden geraden Linien ÄS und ST 
besteht. 

Dieser Fall ist aber noch in experimenteller Hinsicht 
von Bedeutung. Gehen wir zu den Gleichungen (1), (2) und 
(3) des § 20 zurück, so folgt aus: 

Z _ __ tgV 

1* sin t; ' 

da P = und Z eine nach rechts unten ziehende Kraft ist, 
V aber nicht verschwindet (weil es = «^ ist): 

y = 90®, 
somit aus: 

sin^ y = tg t; . tg 2 §: g positiv und v = 90® — 2 g, 

daher wegen i; = 2 (O*' — §) wie oben: 

^' = 45®. 

Endlich, wenn wir für K denWerth = al [§4 Gleichung (3)] 
substituiren, Z = —Z^ setzen und die Gleichungen: 

Zi tg»y 



P cos (2 g) 

mit einander multipliciren, erhalten wir: 

^•J.' = [K- F\<p,)f (mod. »' = 45«) 

sin q)Q = y2 sin § 



(51) 
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Beobachtet man also eine senkrecht zum letzten Curvenelement 
eines unbelasteten Stabes gerichtete Kraft Z^ nach Grösse und 
Richtung^ bezeichnet ihren Winkel gegen die Verticale (d. h. gegen 
die Stabaxe) mit 2 S, berechnet aus der zweiten der obigen Glei- 
chungen (51) 9?o ^**^ ♦^^^ Hülfe der Legendr^schen Tabellen 
K' — F {(p^ (mod. ^' = 45®), so bietet die erste Gleichung (51) 
ein leichtes Verfahren, um das Froduct WE, oder, wenn W be- 
kannt ist, den Elastidtätsmodulus des Materials zu bestimmen. 



§ 21. Kraft in der Riclitimg der Baliii. 

d^ d^ 
i T 

(Die Gleichungen der Aufgabe. Die Differentialquotienten -r-r- , -=-r- • 

[Anmerkung. Dieselben für das Problem des zweiten Abschnittes.] Die 
Lösung der Aufgabe in der Form einer Differentialgleichung erster Ord- 
nung. Methode für die angenäherte, schrittweise Integration derselben.) 

Die im gegenwärtigen und im nächsten Paragraphen in 
kürzerer Darstellungsweise behandelten Annahmen weichen ihrer 
Natur nach unter einander und von der bisherigen Annahme 
vollkommen ab und sollen die umfassende Anwendungsfähig- 
keit der im zweiten Abschnitt entwickelten Formeln darthun. 

Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, die Bewegung des 
Säulenendes für den Fall zu erforschen, dass die Kraft die 
Bichtung des jedesmaligen Bahnelementes habe. Die Aufgabe ist 
bei strenger Behandlung eine recht complicirte und führt auf 
eine nicht lösbare Differentialgleichung erster Ordnung; aber 
auch die näherungsweise Ausführung erfordert eine so grosse 
Anzahl mühsamster Rechnungen, dass ich von der Durchfüh- 
rung absehen musste. 

Als Grundlage bleiben die Gleichungen (5), (7) und (8) 
des § 16 bestehen, während die Gleichung (6) desselben § 
durch eine andere ersetzt werden muss, welche die oben an- 
gegebene Bedingung analytisch ausdrückt. Wir bezeichneten 
den Winkel HBZ Fig. 28 zu § 16 mit v, also ist in den 
Figuren 35 a, b,c DBE oder auch G^i^ mit v zu bezeichnen. 
Letzteres lässt sich bequem in folgender Weise zu einer De- 
finition anwenden. Denke ich mir, die Kraft habe die Rieh- 



r 
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tung FEy und bezeichne ich das Stück BE des Pfeiles als 
Pfeilspitze, das Stück BF als Pfeilwurzel, so kann ich sagen: 



Fig. 35. 



a. 



b. 





Der Winkel v ist der im positiven 
Sinne (Uhrzeigerbewegung) ver- 
standene Winkel, den die Pfeil- 
wurzel mit der positiven y^-Goox- 
dinate bildet. Ist aber femer 
GBJ ein Theil der Bewegungs- 
curve, d. h. derjenigen Curve, deren 
Coordinaten x^ und y^ sind, so ist, 
wenn FBE eine Tangente dieser 
Curve ist (Fig. 35 a): 

M = dxi 
IB = — dy^ 
JcBl = V, 



c. 




also: 



'dy'i 



= — tgv 



(Entsprechend ist in Fig. 35 b: 
l]c == dx^^ Bl = dy^^ hBl 



(1) 



7t 



dx^ 



"' ^^''^ di — *g^ 
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und in Fig. 35 c: 

• ZA; = da?i, i^Z = — d{ — Vi) = ^Vu ^-B' 
also: ^^1 



% 



v. 



dyi 



= — tgv.) 



Diese Bedingung tritt also an die Stelle der Gleichung (6) des 
§ 16. Um sie aber zur Ausführung bringen zu können, ist 

dx ' 

die Bildung des Differentialquotienten -r-^ oder der beiden 

doc dt/ 

Differentialquotienten jj" ^^^ ^ nothwendig. Die Grössen 

-j- und Y erhalten wir, wenn wir in den ursprünglichen Wer- 

then derselben K^ = K cos ß statt K setzen, so dass noch 
eine variabele Grösse in dieselben eingeht. Die Ausdrücke sind 
in ihrer ursprünglichen Form durch die Gleichungen (17) des 
§ 3 gegeben; nur wollen wir darin 9?^ durch —91, | durch 
— gl ersetzen und die diesen Werthen entsprechenden Aende- 
rungen vornehmen. Setzen wir dann zur Abkürzung: 

C = 2 [E- + E'iq>,)] - [K' + F'iq>,)] = r, cos g^ \ 

< 

jD = 2 sin &' cos 91 = r^ sin ti 

X= C-2).tg(2gJ| 
r= D + (7.tg(2y| 



(2) 



(3) 



so folgen: 



^ = [cos (2 gj]^-^ 
^ = [cos (2 6,)]*^ 



X 
Y 



(4) 



oder auch wie bisher: 

= TT, ^lCOs(g, + 2y 

r, sin (g, + 2 10 



l 



i 



cos(2|,) 



(5) 



K, 



Nun muss die Di£ferentiation der Gleichungen (4) mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (5), (7), (8) des § 16, nämlich: 

sin ■ö'' sin 9?i = sin li (6) 



Ä = K' + r(jip,) = - 

^ '^'^ Vcos (2 1,) 

K„ = Kcos|3 . . . 

tg^^ = tg«;.tg(2|,). . 



(7) 

(8) 
(9) 



§ 21. 



— 221 



nach Si ausgeführt werden. Zunächst folgt aus (8) und (9): 

(l:)'=i + *g*''-*«(2io (10) 

und sodann: 

d j coe* (2 1.) ^ j d ]/cog»(24.) (~y 

— g cos (^^ gj I O -^^g, ^ -+- ^^gj (2 S.) ■!" 2 cos« » ■ d\ I 

oder, wenn wir die Abkürzungen 



C0S*|3 ' C08*(2|i) 



2 cos* r 



(12) 



K 



•^co8*(2|.)(^ + ^|j) • (13) 



<?X» 



(14) 



einführen: 

djco8*(2|,)Aj 

Daher ergiebt sich übei^angsweise: 

Um nun X und Y oder zuerst C und 2) nach J^ differentiiren 
zu können, brauchen wir die Differentialquotienten von K'-}- 
F\fp^y von E' + E'(9>i) und von sin-ö-' cos^j^ nach l^. Nun 
ist nach Gleichung (3) des § 7: 

dqpi cos Ji f 9.' + ^^' 

d|i sind"' cos q?i °^^rf|i' 

folglich, da: 

d (sin •&' cos (pi) 



(15) 



d«, 



= COS -O" cos g?i ;Tfc sm d' sm g?^ -tt^ 



ist, nach Elimination von ^t?* mittelst der vorangehenden Glei- 
chung und Multiplication mit 2: 



dZ) t^ COS-ö"' d-ö"' c% ± j. 

dl. =2^^-~^-2tg<p.cos|,. . 



(16) 



— 222 — §21. 

Die anderen beiden Differentialquoiienten sind schon bei frü- 
heren Gelegenheiten gebildet worden und zwar in den Glei- 
chungen (20) des § 7 und (19) des § 10: 

d[K- + K(y,)] U ^ d^ 1 . . . Q7N 

djj sin '^' cos ^' d Ji ' sin -Ö*' cos qpi ^ ^ 

d[E'+^'(y.)] _ _cot^'(£^+^sm'»0ff+ • T'^' • (18) 
dj, ^ ' 'a|, ' sind co8 9i '^ ' 

Hierin haben S und ?7 die früheren Bedeutungen S = K' •{■ 
F'(q>i) und [§ 7 Gleichung (18) oder § 10 Gleichung (2)]: 

f7 = tg 91 cos li + Ä . cos«*' - [E' + i?'(9>i)]. (19) 

Bezüglich der Herleitung dieser DiflFerentialquotienten mache 
ich ausdrücklich darauf aufmerksam^ dass dabei von den Fun- 
damentalgleichungen (4) des § 6 nur die zweite zu Grunde 
liegt, welche dauernde Gültigkeit hat [s. Gleichung (6) d. §) 
während die erste derselben durch die Gleichung (7) ersetzt 
ist. Mittelst der Gleichungen (17) und (18) haben wir dann 
nach geringen Reductionen: 

f = -[2 trcot(2*') + Äsin(2*')] f + hS^ " (^) 

dd'' 
In dieser Gleichung lässt sich der Factor von — jj- noch auf 

eine andere Form bringen. Er ist nämlich zunächst: 

= «««(2*')(s^ + Ätg(2*')). 
Ferner ist, wie leicht zu übersehen: 

jj ^ ScoB{2»')-^C+2tg(p, 008 i, ^ ^ ,2^^ 

folglich: 

2^ I Q^„fo A.'^ ^ 2tgytC08gt — C . S 

sin (2 «•') "T *^ »-« V.^ v^ ; sin ^g «•' ) "• sin (2 «■') cos (2 ^') 

und daher endlich: 

II = -(2tg9>,cosg,cot(2*')-Ccot(2*') + iEf^)5| 

coB(2S.) , ^2^ 

' sm d" cos qpj ^ ^ 

Nun folgt [nach Gleichungen (3) d. §]: 

cos(2|0ff = cos(2y|f-sin(2S,)g-4^j-^. • (23) 
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= — cos(2gJ (2tg9?i cosgi cot(2'^')— Ccot{2d'') 

. S \ de^ . C08^(2gi) sin (2 St) 2 cos ^' d«i;^ 

' sin (2 -O"')/ d Si ' sin -Ö*' cos (p^ cos qpj 5 Jj 

+ 2tgg,,cosg,sin(2y~^-i^^^. (24) 
cos(2y|f=cos(2y|f + sin(2yf + ^^^^^ . (25) 

— sin (2 gl) (2 tg 9)1 cos gl cot (2 d'') — C cot (2 0-') 



, ^ \ ^ , cos (2 S O sin (2 SO ^ 



(26) 



sin (2 ■0"')/ d Si siii ^' cos qpi ' " cos (2 {j) 

Um diese Ausdrücke für die weitere Rechnung bequemer zu 
machen, setze man: 



S 



2tg(piCosgi cot(2#') - Ccot(2^') + ^j^^ 

2 cos -ö"' 



cos qpj 



ilfsinm 



= ilfcosw 



(27) 



cos(2S,) 



dann wird: 
dX 



. ^. - == ^sinw 

sm & cos qpj 

2tg9>i cos|i = ^cosw, 

dd'' 



(28) 



2D 



cos(2S0^ = -ilfsin(m+2gi)^+J^sin(n+2gi)~^^-^-^ 



= P, 



(29) 

(30) 



cos(2|,)5f =mos(m+2|,)||-i^cos(n+2|,)+33^ • (31) 

= Q, ' • (32) 

wobei P und Q Bezeichnungen für die rechten Seiten der 
Gleichungen (29) und (31) sein sollen. 



Ehe wir nun mit Hülfe der entwickelten Formeln 



dxi 



^^^ jt^ bilden, müssen wir noch 3-r- mit -tt- in Zusammen- 
d^r ' <?Si dSi 

hang bringen. Dies geschieht durch DiflFerentiation der Glei- 
chung (7) d. §. Wir schreiben sie: 

>/^^r(2ir).Ä = K.{(|-)')-i 
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und erhalten dann mit Benutzung der Gleichung (10): 

i/;:;;;79n^ _ J^eMI Q k/k,\'/ ngv tg(2go dp\ 

V COSt^J SJ^^ ycö^,) ~ 2 \ K / Vco8»(2 J,) "T" cos« V d %J 
oder: 

y cos (2 1,) ^ -tg(2|i)K, = - ^-i cos'(2|.)-2K* -^^^ M[ 

,/ , /»tx jg g.Vt8(2|,) tgt> \ K,^ tg(2g0 dp 

j'cosi.^Sj^g^ — K.\(.<>gsp- co8»(2|,)/ 2K* co8>» d|, 

= Kcos3^[tg(2|,)-i«.]-^^^f (33) 
Also ist, wenn ich für ^7- den Werth aus (17) einsetze: 
üV^m, ff = KcoBlp tg(2i) |l_Kco8*^[tg(2|0-tgr] 

I ycos(2S0 ^34) 

' sin %•' cos <jpi 

Dies ist die gesuchte Gleichung zwischen ^ und ^. Aus 
der Gleichung (33) ergiebt sich aber auch der Werth vou 
A'\-B ^^ , welcher in den Gleichungen (14) vorkommt, und 

zwar: 

l 

) 



eo,v(^ + Bi) = -3tg(2{,)+^2^( 



+ eo,'?[tg(2|,)-tg,]-!^S^^ 



d. i. mit Benutzung der Gleichung (9): 



= -2tg(2y-1^^^5^(.V^ --^^§f)(35) 

^^ '*^ Kr \sin^ conqpi ain-Ö* cos-O" d^J ^ ^ 

Setze ich nun in dieser Gleichung wie in den Gleichungen (14) 
statt , den Werth S aus (7), so erhalte ich: 

i/co8(2ai) ^ ^' 

oder: 

f ^ = (_2tg(2y S+ -. ? 1^ ^ - ^- — ) ^ + P] 
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worin für P und Q die Werthe durch die Gleichungen (30) 
und (32) gegeben sind*). 



*) An dieser Stelle sind wir im Stande, die auf S. 121 verspro- 



X, 



chene Untersuchung des Umstandes, dass der Werth von ~ für ^•=^@q 
zwischen l^ = 18^60' und 20° ein geringes Ansteigen und Fallen auf- 

weist, mit Hülfe des Diflterentialquotienten -jr- durchzuführen. Dieser 

Differentialquotient ist nämlich mit Benutzung der obigen Gleichungen 
sehr leicht zu entwickeln. Die Grössen C und D, sowie X und Y be- 
halten dieselbe Bedeutung wie oben in den Gleichungen (2) und (3), 

hingegen wird — und -y- selbst einfacher, nämlich: 



OCj^ [C08(2St)]'^X 

l "" K 

y, __ [cos(2g,)]^r 



Es ist also zu setzen: 



l 



K 



(a) 



folglich auch: 



dv 



''( 



K, =.K, p = 0, » = 0, 

0, j1 = — 3 tg (2 I,) und daher 






^'t 



^g^ - - 3 tg (2 I,) ^- + ^ r 



(b) 



oder, indem wir die Bedeutung der Bezeichnungen M und m Gleichung 
(27), JV und w Gleichung (28), P Gleichung (30), Q Gleichung (32), S = 

K^4-F7y.)=» ^ - Gleichung (7) beibehalten: 

ycos(2gi) 



oder: 



^--8tg(2|,)^ + | 
d^ 



(c) 



S»»l8chatz, der belastete Stab. 



15 
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Diridiren wir diese Gleichungen durch einander und setzen 

doc 

j^ = — tg V, der Bedingung unseres Problems gemäss, so 
erhalten wir: 

tgt; (37) 

Denken wir uns in diese Gleichung den Werth von jr- aus 
(34) eingesetzt, so bekommen wir eine Gleichung zwischen v 
und jz- und zwar, da die sonstigen Grössen nicht mehr den 

Mit Hülfe dieser Gleichungen lässt eich nun für ein gegebenes 1^ der 
gesuchte DifPerentialquotient finden. Der noch in den Formeln vorkom- 

mende Differentialquotient -^y- ist ebenfalls, Und zwar durch die Glei- 
chungen: ^ 

U== ^ ^^^ (2 ^^) — (7+ 2 tg yi cos It ^ ^ ^ ^21) d. § 

S cos (2 »') — C + JV C0 8 n 
°°° 2 

' F=l-tg(2a,)5^^^^2i^ §7(18) 

= l-itg(2|,)S.D 

d^'^cos^ F g 

d li cos (pi XJ 

= ilf cos W • — -r=. 

2 U • 

zu berechnen. Nur in einem Falle macht die Bestimmung dieses Dif- 
ferentialquotienten Schwierigkeit, nämlich für den Kreuzungspunkt Ij 
= 18° 50', weil hiefür sowohl V wie auch U verschwinden. Indess ist 
dieselbe bereits besprochen, und der doppelte Werth dieses Differential- 
quotienten, wie er sich aus einer quadratischen Gleichung [§ 10 (22)] 
ergiebt, bereits oben (S. 109) gefunden worden. Der hier anzuwendende 
Werth ist: — 0,789. — Möge nun noch ein Beispiel für die Zahlenrech- 
nung folgen. Es ist für a- = ©^ «= 66<^25' und Ij = 19^- «•' = 39<»56', 
qPi = 30° 28' 40". C= 1,50640, log 7) = 0,04391 von der Berechnung 

OS 1/ 

von ~ und -y- her bekannt. (Allerdings muss diese Rechnung für gegen- 

wärtigen Zweck genauer als sonst, nämlich auf fünf Decimalen, geführt 
werden.) Die neue Rechnung stellt sich dann im Wesentlichen folgen- 
dermassen dar: 
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log tg <jpi = 9,76976 

log cos li = 9,97667 

log 2 = 0,30103 

log(JVco8n) = 0,04646 

iV cos w = 1,11209 

C =» 1,60540 

N cos n — C 

= —0,39260 
log = 9,59384« 
log cot (2 -a-') 

= 9,26219 

Summa ^ log f 

= 8,84603« 
/•= —0,07016 



log S = 0,36701 
logco8(2'a'')= 9,24636 

9,61237 
iS cos (2 -a-') = 0,40961 
N cos n— C 

= — 0,39250 

2 ?7= 0,01711 



log 2= 0,30103 
log cos 0"'== 9,88468 
— log cos qPi 
=—9,93642 

log {Mco8 m) =0,25029 



log S = 0,36701 

log D = 0,04391 

logtg(2gi)= 9,89281 

—log 2 =—-0,30103 

0,00270 
itg(2S,).Ä2> 

= 1,006237 
F= —0,006237 
log F= 7,79498» 
log(3fcoBf») 

= 0,25029 
-log (2 17) 

= —8,23325 






9,81202« 



log cos (2 g,) = 9,89663 
— log2>=. —0,04391 



log S = 0,36701 

— log sin (2 <a') 

= 0,00683 



S 



tt 



log 



9,85262 
log 2 = 0,30103 

D 

= 0,14738 



cos (2 g,) 



log 



2D 



/o fc s = 0,44841 
cos(2|J 

== log(— r) 

r = — 2,80807 



. 2cos(24i) , .__ . . 
log ^-^=log(JV^sin n) 

= 0,15366 

log (iV cos n) = 0,04646 



log tg w 

w 

w + 2|, 

log sin n 



log N = 0,25712 
log sin (»^4- 2 It) = 

Summa = logg[ = 0,26712 

5 = 1,80767 



0,37384 

• /«c»7T= 2,36506 
sm (2 -e* ) ' 

/===— 0,07015 

-Äf sinwi =» 2,29491 

log = 0,36076 

log(3f cos m) = 0,25029 

log tgw= 0,11047 

«i = 62n2'36' 

m + 2|i=90<>12'36 

log sin m= 9,89777 

log itf= 0,46299 

log /^j =9,81202« 

log sin (w4-2 f 1 ) = 

0,27601« 

— üf sin(w+2 Ji) -TY 
= 1,88370 =jP 
log ^ = 9,33636 

log tg (2 |i) = 9,89281 
log (—3) ==0,47712« 
9,70629» 

-3tg(2|,)f 

= —0,50860 

—=. 0,37940 
o 

_--==: —0,12910. 

i? = 1,88370 

gr =, 1,80767 

r = — 2,80807 

Sa.=P= 0,88330 

log = 9,94611 

log S = 0,36701 

P 
logTT = 9,67910 

-^ = 0,37940 



0,10719 
62^0' 
90<> 
9,89653 



15 
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Differentialquotienten -^-r- oder -r^- enthalten, eine Differential' 

gleichung erster Ordnung, Die Gonstante ihres Integrals wird 
durch den Anfangswerth von v bestimmt, welcher = ange- 
nommen werden kann. Dann haben wir fiir die unbekannten 
des Problems: g^, %•', fp^, v, x^^ y^, K„, ß die erwähnte Inte- 
gralgleichung und die Gleichungen (4), (6), (7), (8), (9), also 
sieben Gleichungen für acht Unbekannte; das Problem ist 
folglich bestimmt, d. h. es liefert nach Elimination aller an- 

In dieser Art sind nun folgende Werthe entstanden: 



18^60' 


»* = 40^ 6' 


Vi 


== 30^ 4' 40" 


^=0,2162 




= 0,0541 


19<» 


39°66' 




30^28' 40" 


0,21696 




—0,1291 


20^ 


3ft«12' 




32« 46' 41" 


0,21603 




+ 0,0030 


210 


38030' 




35<> 8' 50" 


' 0,21686 




0,0836 



Es hat also — für Jj zwischen 18° 50' und 19' ein Maximum (etwas 

grösser als 0,21695), für gj zwischen 19® und 20° ein Minimum (etwas 

kleiner als 0,21603), von wo an -y^ zunächst (bis etwa l^ »= 35°, s. § 12 

Tab. Vllld S. 118) wächst. 

Für d" =» 66° 20' ist eine derartige Rechnung von mir nicht unter- 

sc 
nommen worden, weil hiebei der Fortgang von -y regelmässig und da- 

her eine Bestätigung durch Aufsuchung des Differentialquotienten un- 
nöthig erscheint. 

Wollte man etwa dasjenige &• aufsuchen, wobei das obige Maxi- 
mum und Minimum zusammenschmelzen, so würde man die obige Rech- 
nung mehrfach ausführen oder den zweiten Differential quo tienten von 

-Y nach fj bilden und beide gleichzeitig == setzen müssen. Beide 

Wege wären aber im Verhältniss zum erlangten Resultat sicher zu 
mühevoll. — Bei dieser Gelegenheit mag noch erwähnt werden, dass 

^? ' 

-ry für li =45° auf die Form zu bringen geht: 

' „ 71/2 

« Si 2 K ]/cos(2Si) 

womit die Figuren IX auf Tafel II (deren Coordinaten J^ und — sind) 

#' 

übereinstimmen. 



§ 21. — 229 — 

deren Unbekannten eine Gleichung zwischen x^ und y^, d. h. 
die Gleichung der gesuchten Bewegungscurve. 

Man überzeugt sich indess leicht^ dass auf diese Art das 
Problem der mathematischen Schwierigkeit wegen nicht gelost 
werden kann^ und man konnte nur in folgender Art zum Ziel 
zu gelangen suchen. Man nimmt einen Anfangswerth für v 
an, und für 5^, '9'' etc. die Werthe, die diese Grössen am An- 
fang haben, nämlich: 

Diese Werthe setzt man .in die Gleichungen (2), (21), (27), 
(28), um daraus C, D, U, M, m, N, n zu berechnen, und, 
nachdem dies geschehen, alle diese Grössen in die Gleichung 

(37), in welcher ausser denselben nur noch die Grösse ^-^ 

vorkommt. Diese betrachtet man als Uribekannte und berechnet 
sie. Dann nimmt man für den Zuwachs von ^^ eine genügend 
kleine Grösse an, setzt diese =^ d^^ und findet dadurch dd^'y 
oder man kann auch umgekehrt dd^' annehmen und hiermit 
d^i bestimmen. Fügt man diese Zuwachse zu den früheren 
Werthen von d'' und Si hinzu, so erhält man die neuen Werthe 
dieser Variabelen. Mittelst derselben berechnet man dann 
der Reihe nach 9)1, K„, ß und v durch die Gleichungen (6) 

bis (9), dann die anderen Grössen wie oben und noch -y ^^^ 



~ aus (5). Setzt man nun alle diese Grössen wieder in die 

Gleichung (37) ein, so giebt diese den neuen Werth von j|-, 

womit nun so zu verfahren ist, wie das erste Mal. Doch 
empfiehlt es sich, bevor man die Rechnung weiter fortsetzt, 

dar d^j 

zur Controle aus (36) -rj- und ^ zu berechnen, indem man 

in die rechten Seiten dieser Gleichungen den jetzt bekannten 

Werth von jz- einsetzt, desgleichen jz- aus (34). Durch diese 

Methode ist die Möglichkeit gegeben, die ganze Curve allmä- 
lig zu construiren. Doch erfordert die A\jpführung der ein- 
zelnen Rechnung, wie ich mich überzeugt habe, verhältniss- 
mässig sehr viel Zeit, und die Intervalle von d'' dürften stel- 
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lenweise kaum = 0^ 30' genommen werden, damit die Resul- 
tate nicht zu unsicher und zu weit auseinander gehend aus- 
fallen. Indessen ist hiebei noch auf einen erleichternden Um- 
stand hinzuweisen. Die Gleichung (37) ist, wie gesagt, eine 
Differentialgleichung erster Ordnnng; man kann sich ihr In- 
tegral nach Elimination aller anderen Grössen auf die Form 
gebracht denken: 

/■(^•^MO^O, (38) 

worin Vq den Anfangswerth von i;, oder allgemeiner gesprochen, 
denjenigen Werth von v bedeutet, welcher einem bestimmten 
§1 (oder d'') entspricht. Dies ist aber eine willkürliche Con- 
stante, und daraus folgt, dass man die Curve mit einem be- 
liebigen 5i und wiederum beliebig dazu genommenen v (als 
Vq) beginnend denken und sie von dieser Stelle aus so fort- 
setzen kann, wie das Problem verlangt, d. h. dass stets die 
Richtung der Kraft mit der Richtung der Bahn zusammenfallt. 
Freilich liesse sich bei der Rückwärtsverfolgung dieser Curve 
bis auf die obigen Anfangswerthe 6i = etc. nicht mehr Null 
als derjenige von v erwarten, sondern irgend ein anderer 
Winkel; doch folgt hieraus, dass bei Durchführung der vor- 
hin dargelegten Methode es nicht durchaus Erforderniss ist, 
dass die aus einer Rechnung in die nächste übernommenen 
Werthe absolut genau sein müssen, falls es nämlich nur darauf 
ankommt, einen im Grossen und Ganzen zutreffenden Ueber- 
blick über die Bahn zu gewinnen. Denn man erhält in diesem 
Falle doch noch immer statt der richtigen continuirlichen 
Curve eine Reihenfolge discreter Curvenstücke, deren aus der 
üngenauigkeit der Rechnung entstandene Discontinuität immer- 
hin gering genug sein wird, um in der Zeichnung leicht aus- 
geglichen werden zu können. 

§ 22. Richtung der Kraft durcli einen festen Punkt gehend. 

(Der Endpunkt der Säule durch ein Seil gebalten, das über eine feste 
Rolle läuft. Gleichungen. Methode. Durchführung für den Fall -Ö* = 
89^30'. Beide stabile Gleichgewichtslagen lassen sich mit der Vertical- 
stellung, aber nicht ^nter einander in Zusammenhang bringen. Anmer- 
kung: Zur Behandlung des Falles eines durch eine Trans ^ersalkraft am 
Endpunkte ergriffenen Stabes. Vgl. § 2 und § 3,; 
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Befestigt man an das Ende der Säule ein Seil und lässt 
dieses über eine feste Rolle laufen, so bietet sich auf diese 
Weise eine sichere, mathematisch durchführbare Methode dar, 
um die Säule in eine Gleichgewichtslage hinabsinken zu lassen. 
Diese Methode ist zugleich eine ziemlich natürliche und expe- 
rimentell leicht ausführbare; wir wollen daher dieselbe noch 
als letzte Anwendung der in dieser Schrift entwickelten For- 
meln besprechen. 

Als den bezeichneten festen Punkt, durch welchen also 
dann die Richtung der Kraft immer hindurchgehen muss, 
nehme ich den ursprünglichen Endpunkt der Säule selbst an. 

Dann setzen sich die Gleichungen des Problems aus den 
Gleichungen (5), (7), (8) des § 16 und einei^ neuen, die an 
Stelle der Gleichungen des § 16 tritt, zusammen und sind 
somit: 

sin d*' sin 9?^ = sin ^^ 



(1) 



oder: 



K. = [K' + F'i<p^)] Ycos (2 10 

COS p == -^ 

tg i; = tg* ^ . cot (2 li) 

tg« = -^ (2) 

l 

ighc — v) = (3) 

l 

worin die Werthe von -y und y wie bisher durch die Glei- 
chungen (10) und (11) des § 6 gegeben sind. 

Wir verfahren nun in folgender Art Wir nehmen für 
0"' einen festen Werth an und wählen dann probeweise ein 
passend scheinendes 97^. Hiemit berechnen wir mittelst der 
Gleichungen (1) nach einander: 5i> K!'+ jP'(9?i), K^, ß (oder 
y), v\ sodann durch die Gleichungen (10) und (11) des § 6 

-j und yy und sehen schliesslich nach, ob die Gleichung (2) 
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[oder (3)] erfüllt wird. Ist dies nicht der Fall, so variiren 
wir (pi so lange, bis es geschieht. 

Ich werde diese Methode nur für den Fall durchführen, 
dass die Belastung dem Parameter # = 89^ 30' entspricht, 
indem die Unbequemlichkeiten oder Schwierigkeiten der Durch- 
führung sich für geringere Belastungen stets vermindern. 

Beginnen wir mit -ö-' = 0, so ist dafür: 

li = 0, y, = K-| = «+81«5,5', f = 1, f = 0, « = 1 

(vgl. weiter unten den Beweis für die Richtigkeit der letzten 
Angaben). Nehme ich nun etwa: d'^ =^ 15®, 9?j *= ä + ^2; so 

ist für V'a = 60®: Si = - 12® 57', log tg «; = 9,6537«, log ^ 

Vi 



= 9,9160, log^ = 9,6526n, daher log 



tgv 



l 






0,0612 statt 



Null [s. Gleichung (1)]; für ^2 = 63® ist dieselbe Grösse 0,0119, 
für ^2 = 64®: 9,9980, d. h. —0,0020, also ^2 etwas kleiner 
als 64®, jedoch so wenig, dass wir 64® als richtigen Werth 
gelten lassen können. Durch Rechnungen gleicher Art er- 
halten wir nun folgende Resultate: 



»' 


t% 




•C/f • V 


Vi-i 


V 


6« 


78« 15' 


5» 52' 


0,9673 


—0,2087 


«- 8« 54' 


12» 


70« 0' 


11» 16' 


0,8766 


0,3894 


«-17» 30' 


15« 


64» 0' 


-13« 27' 


0,8185 


0,4582 


« 21»31,5' 


20« 


51» 30' 


15« 38' 


0,7256 


-0,5229 


«-27» 41' 


25« 


37« 50' 


-15« 5' 


0,6616 


0,5201 


« 33» 1' 


30» 


24« 40' 


-12« 3' 


0,6252 


—0,4609 


«-39» 8' 


40» 


8« 0' 


-5« 8' 


0,5201 


-0,3295 


« 55« 16' 


50» 


1«37' 


1» 15' 


0,3404 


-0,2775 


«—67» 10' 


55« 22' 








0,2292 


—0,2685 


«—71« 36' 


60» ^1 


—9« 0' 


+0»52' 


0,1289 


-0,2646 


«-72« 46' 


70» 


2» 30' 


2» 21' 


0,0933 


-0,2592 


« 76*41' 


80« 


3« 0' 


2« 57' 


-0,3244 


-0,2437 


«—79« 47' 


90« 








1 





90». 
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Diese Tabelle zeigt, dass die Säule vermittelst des Zugseils con- 
tinuirlich in die dritte Gleichgewichtslage hinabgesenkt werden 
kann» — Von da au (d*' =55^22') ist jedoch zu setzen: 9?^ = 
^ — ti] gleichzeitig wird K,, grösser als K, folglich ist auch 
y einzuführen, also: 

K, = K sec y (4) 

tg t; = — sin^ y cot (2 gl) (5) 

Daraus folgt zugleich wegen der Formel 

1=-*?^, §19(3) 

P sm V 

dass Z negativ wird, also eine Druckkraft ausgeübt werden 
müsste, welche, sich immer und zwar bis zu einer unendlichen 
Grösse steigernd, schliesslich die Säule in die umgekehrte Ver- 
ticalstellung zwingen würde; denn durch die bei -^'««QO^ an- 
gegebenen Werthe wird den Gleichungen des Problems, wo- 
von man sich leicht überzeugen kann. Genüge geleistet. Wir 
sehen aber hieraus, dass die Werthe über d'' = 55^22' hinaus 
in unser Problem bei der oben angegebenen Fassung desselben 
nicht passen. Andere Werthe aber, welche grösseren O*' ent- 
sprechen, gehören den Lagen der Säule rechts von der Verti- 
calen an, und zwar erhalten wir bei gleicher Berechnungsart 
folgende Resultate: 

89^30' b -0,6736 0,3263 78^58' 

80« 16^20' W 5' -0,4888 0,3410 77« 5' 

60« 48« 30' 40« 26' -0,3215 0,3427 75« 24' 

50« 81« 0' 49« 10' -0,1209 0,3695 71« 44,5' 

40« 128« 30« 26' +0,4036 0,3550 58« 55' 

30« 154« 0' 12« 40' 0,7328 0,1308 63« 50' 

10« 166« 30' 2« 20' 0,9717 0,0039 84« 33' 

180« 0« 1 90«. 

Diese Tabelle zeigt den Zusammenhang der stabilen Gleichge- 
v)ichtslage mit der Verticalstellung, Ausserdem lassen sich noch 
zwei Betrachtungen verschiedener Natur an sie anknüpfen. 
Zunächst sieht man, dass für '^•'=50« 5i>45« wird. Zwischen 
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§22. 



tg (2 gx) = 



§ 6 (1) 



•ö«' = 50® und '^' = 60® muss also einmal 1^ =45® werden. 
Was bedeutet dieser Werth für unser Problem? 
Aus der Gleichung: 

P 

ff 
folgt für li = 45®, dass der Bruch -^ unendlich wird. In die- 
ser Gleichung bedeutet aber P die Belastung der Säule, oder 
vielmehr die nach unten gerichtete Verticalcomponente der 
angreifenden Kräfte, und Hj^ die nach innen gerichtete Hori- 
zontalcomponente derselben Kräfte. Da die letztere in unserm 
Falle nicht unendlich sein soll — sie würde nämlich daun die 
Säule nach links hin ausstrecken, welcher Fall bereits be- 
sprochen ist — , so muss die erstere Null sein, d. h.: es fmtss 
die Verticalcomponente der Seilspannung (Z) gleich sein der Be- 
lastung (P), oder in Formel mit Rücksicht auf die Gleichung 
(3) des § 16: 

^ . . . : (6) 



Z sin V = P oder Z = 



sinv 



Wir müssen nun die betreffenden Werthe von d^^ 9?^, v 
selbst für l^ = 45® zu finden unternehmen. Durch Mültipli- 
cation der Gleichungen (5) und (7) des § 16 folgt: 



^ E cos 6 j cos ß 8 

S = ^ oder: ^ = -^ • 

l/cos (2 gl) l/cos(2gi) K 



(7) 



Da nun für ^^ = 45® aus dieser Gleichung /3 = — , sin /J = 

sin (2 ^1) = 1 folgt, so kann man diese Gleichung auch 

schreiben: 

S 



cot^.l/tg(2g,)=-^. 

Daher ergiebt sich aus Gleichung (8) des § 16: 

tg t; = tg* ^ . cot (2 y = (-1)' 

S == K' + r (<p,). ) 

Ferner erhält man aus den Gleichungen (11) des § 6: 

^1 cos (fi + 7t) r, sin f 1 



.(8) 



5. 

Ml 
l 



s 

n sin {i^ + n) 



S 



> • 



(9) 
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d. i. wegen (10) desselben §: 

a?i 2 sin O-' cos q>^ 

(10) 



l s 

y, 2[E' + ^'(qPi)]-[K'+F'((p.)] 



l S 

Also haben vir wegen der Bediogung für v [Gl. (2) d. §): 

2 sin d-' cos qp, + 5 /Ky , . . v 

2 [E' + E\tp,)] - S ~ \s) • • • • UU 

Dazu kommt noch nach (5) des § 16 [identisch mit der 2ten 
Gleichung (4) des § 6J: 

sin d'' sin 9?^ = sin (^\ = ^^2 .... (12) 

Bezeichnen wir nun: 

, r 28in^'cos<Pi +5 ISV] .^ ^ 

so ist für: ^' = 50« L = 9,8912 = --0,1088 

-9.' = 60« i = 0,1187 

^' = 54« L = 9,9600 = - 0,0400 

^' = 56« L = 0,0032, 

welcher Werth als Null gelten mag. Gleichzeitig ist dann 
den oben aufgestellten Gleichungen gemäss: . 

9?i = 58«32'5 ^ = -0,2697; -^^ = 0,3457; «; = 74«39'; 

a^ = 2(^'+y = 202«. 

Da hier 9>i < -^ ; ^^ besteht die Form der Säulenaxe in einer 

! 

I einfach gekrümmten Curve*). 

*) Da in dem oben betrachteten Falle keine Verticalkraft vor- 
handen ist, 80 müssen die obigen Formeln in Uebereinstimmung stehen 
mit denen des Problems, welches am Schlüsse der §§ 2 und 3 behandelt 
ist, bei welchem nämlich auf einen Stab nur eine Horizontalkraft oder 
besser Transversalkraft wirkt. Da aber a. a. 0. nnr eine nach aussen 
gerichtete Horizontalkraft in Rücksicht genommen ist, so müssen wir 
hier nochmals auf die Aufgabe eingehen. 

Setzen wir, da es hier die Absicht ist, die Wirkungen einer ein- 
wärts gerichteten Horizontalkraft H^ zu untersuchen,' in der Gleichung 
(18) des § 2: 

lf = -if, und ^. = q« (a) 
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Nunmehr bleibt noch anzugeben, wie die Rechnung über 
Ij = 45^ hinaus geführt wird, da einige der bis dahin be- 
nutzten Gleichungen von da an in imaginärer Form erscheinen. 
Setzen wir aber: 



so wird dieselbe: 

d(—y) ^ Ci^xi2Xi—x) ^y^^ 

d^ yi—ci^x^{2xi — xy' 

Daraus folgt, dass in den Gleichungen (43) und (44) des § 3 nur — y 
statt y und q an Stelle von c zu setzen ist; demgemäss lauten auch 
die Gleichungen (47), welche dieWerthe von ^ und cp^ bestimmen, jetzt: 

K-F'(cpo) = c,Z . 

^\ (c) 

sm -9* sin 90 == ^ y2 J 

Nimmt man jetzt dieselben Auflösungen dieser Gleichungen, welche in 
§ 3 gegeben sind, so erhält man dem Wesen nach nichts Neues, son- 
dern nur die ganze Biegung des Stabes nach links statt wie bisher nach 
rechts ausgeübt. Wir müssen also untersuchen, ob diese Gleichungen 
noch andere Auflösungen zulassen. Positive Werthe von «O* und cp^ giebt 
es nicht weitere, also suchen wir negative und setzen: 

^^—&\ 9o = — 9i (ß) 

dann werden die Gleichungen (c): 

_ i (e) 

sin ö"' sin tp^ = ^ )/2 J 

worin durch die Striche bei K und F die Beziehung auf den Modulus 

ö"' angedeutet ist. Setzen wir nun statt ^ ^2 sin (— j , so können wir 

unsere Tabellen I und II für g^ =45^ benutzen und erkennen daraus, 
dass K' + JP'(qpi) ein Minimum nahezu = 3,21 (für d"' = 56 ®) besitzt, 

während es mit 3,708 (für '0«' = 45^) beginnt und mit oo (für «•' = ~) 

endigt. Daraus folgern wir: 

Hat die Grösse c^l einen Werth kleiner als 3,21, so kann der Stab 
nur die im § 3 besprochene einfach gekrümmte Form annehmen; liegt ihr 
Werth zwischen 3,21 und 3,708, so kann er noch in zwei andere, stärker 
gekrümmte Formen übergehen; ist endlich der Werth von c^l grösser als 
3,708, so giebt es nur noch eine Form der letzteren Art, 

In diesen Fällen haben wir in den Gleichungen (43) und (44) des 
§ 3 ausser den obigen Aenderungen (Cj statt c, — y statt y) noch — -O*' 
statt -a-, — q?i statt cpq, — JP'(qPi) statt JP(9?i), —F'{(pi) statt F{(p^), K 
statt K, E' statt E zu schreiben; dadurch werden sie, wenn man noch 
beide Seiten durch c^l dividirt: 
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SO wird die Gleichung für v [§ 16 (8)]: 

tgv = —ig^ ß.tg ri, 
und die GJeichung (7) d. §: 

C08^ p = — 1^1 Sin ri 



(13) 



(14) 



(15) 



-^ = 1-1 { — y'2 sin» «•' — 1 + y^sm»' cos 9» 1 

L { 2 [J5;'((p) + ^'(<Pt)l - [J^"(qp) + J^'(<Pi)] } 



(0 



y 



C| I 



5. 

Vi 



V^ 



c^l 



y2 sin« -ö-' — 1 



abei ist für: 



= -l-{2 [E' + JB'(<p.)] - [r + F-{vJ\] 



• • 



(g) 



X =^ Ol 3/ ==» 9 



9i 



X = x^i y 



TT 



TT 



und (p wächst nun von — qp^ über Null bis — • In der ersten Gleichung 



(f) muss die Wurzel ]/2sin''*^' — 1 mit negativem Zeichen versehen 

werden, damit für qp = — qpj x verschwinde. Dies Zeichen bleibt dann 

auch in der Gleichung (g) bestehen. 

Diese Gleichungen (g) und (e) müssen nun mit den Gleichungen 

(8), (10) und (12) des Textes in Uebereinstimmung stehen. Die erste 

Gleichung (8) sagt: 

(KV 
tg V = V~^/ ^^^^ Ä* = K* . cot V 

Nun ist aber K = aZ [§ 4 Gleichung (3)], daher: 



(h) 



K« = aH^ = 



WE 



• Z, 



(i) 



(k) 



und die Horizontalcomponente Hy^ von Z nach (6) d. §: 

Hj = ^ cosv = P cotüj 

also nach (h), (i) und (k): 

Ä« = _?i_ . Z« 
WE 

d. i. nach Gleichung (a): 

S ^ cj (1) 

Setze ich diesen Werth für S in die zweite Gleichung (8), so liefert sie 
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also: 

sin^ /3 = 1 + \-~j siniy . . . . (16) 

demnach: 



tg v = j^—- tg fi 



(-^y^^v 



tg 1? . . . . (17) 



Setze ich nun zur Erleichterung der Rechnung: 

^.]/siniy = tgg (18) 

so wird: 

, /secflfX*. tgw 

^ \tgg/ ° ' sm^g 

oder: 

cot v = sin* ^f cot 1^ (19) 

Die Gleichungen der Aufgabe sind somit [vgl. § 16 (5), (7), 
(8) und Gleichungen (1) d. §]: 



in Verbindung mit (12) die Gleichungen (e), und setze ich ihn in die 
Gleichungen (10), so gehen sie in die Gleichungen (g) über, da nach 
(12): 

sin' 9' (1 — cos' 9,) = — 

. 2 _ , . . 2 sin« «•' — 1 
sin^ d" cos* qpj = ~ 

und somit: 

sin ^' cos 9i = i|/2.y2 sin* ^' — 1 
ist. 

Das Problem des Textes und das, dieser Anmerkung stehen, übri- 
gens nur soweit in Beziehung, dass, wenn man aus den Gleichungen (11) 
und (12) -9*', 9i und hiedurch Ä = K' + -^'(flPi) berechnet und diesen 
Werth als c^l annimmt, also die Horizontalkraft von entsprechendem 
WeHhe gegeben sich vorstellt; beide Probleme die nämlichen Resultate 
liefern. — [In der ersten Gleichung (43) des § 3 und einigen früheren 

ist der Factor ]/2^ vor sin ö* cos tp fortgelassen und zu ergänzen.] 
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sin %•' sin 9?^ = sin |j 



n 



'J = 2|.-v 



tg^ 




K • Vsi^ ^ 


cotv 




sin^ g cot 1^ 


und gl 




wie bisher 


^1 




n cos (Ji + 2 10 


l 


/S 


Vi 




r, 8m(J,+2|,) 


l 


Ä 






Vi 


igv 


— 






l 



(20) 



In dieser Art ist der Werth für %•' = 50^ berechnet worden. 

Die zweite Bemerkung schliesst sich an die letzte Zeile 
der obigen Tabelle an. Zunächst muss noch die Richtigkeit 
dieser Grenzwerthe selbst erwiesen werden. 

Die Gleichung (5) des § 16 wird durch dieselben ohne 
Weiteres erfüllt. Setzt man sie dann in die Gleichung (7), 
so wird diese: 



Daraus folgt: 



"2" = ^«• 

^^^ P = 2K' 



und dieser Werth steht nicht mit Gleichung (9) in Wider- 
spruch^ wenn man darin: 



n 



setzt. Diese Werthe bezeichnen aber noch ein interessantes 
Ergebniss. Der Werth K,, ist nämlich derselbe, für welchen, 
falls er = K gesetzt wird, eine Gleichgewichtslage links von 
der Verticalen möglich wird [s. Gleichung (13) des § 13). 
Bezeichnen wir diesen Werth mit Kj und die zugehörige Be- 
lastung mit Pj, also: 



K, = K, = f ^ 



P, = 9P, 



0; 



(21) 
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so folgt aus Gleichung 

l-|smt; = {^y^ § 16 (2) 

für die obigen Werthe von v und Kpi 

P — Z /KA« 

-p \k) • 

Nun ist aber nach Gleichung (9) des § 4: 

P 



also folgt auch: 



Andererseits war: 



Po 



- (t). 



P-Z _ /2K,Y 



?l=Q = 



P. 



- » - (¥■)'. 



folglich haben wir: 

P-Z = F, (22) 

Dies bedeutet: 

Bei der gewählten Art, die Säule aufmrichteny ist im Mo- 
menty dass die Verticalstellung erreicht mrd, eine Zugkraft vor- 
handen*), welche die Belastung genau so weit verringert, dass es 
der Säule möglich wird, direct nach rechts in die Endlage hinab- 
zusinken, während ohne derartige Zugkraft sie zunächst nach 
links hin aushiegen müsste. 

Zwischen den beiden Gleichgewichtslagen liefert die jetzige 
Methode in dem hier behandelten Falle keine Vermittelung ; 
doch könnte man sie mit der in den §§ 16 — 20 durchgeführten 
verbinden, und die Säule, an ihrer Spitze vom Seil ergriffen, 
in die dritte Gleichgewichtslage sich hinabsenken lassen, sie 
dann durch die Wirkung der senkrecht gegen ihr Ende ge- 
richteten Kraft in das stabile Gleichgewicht hinüberführen, 
um aus diesem durch das Zugseil sie wiederum emporzuheben. 



*) Doch nur im ersten Augenblicke erforderlich, denn die verticale 
Lage ist ja eine labile Gleichgewichtslage, für deren Erhaltung eine 
beliebige Yerticalkraft ausreicht, die auch Null sein kann. 
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Tabellen über die GrSssen K', F' (g?i) und deren Snmme Ä 

Tabelle I, 

worin ^' von 6 zu 6 Graden wächst. 



Si 


^' 


( 


gpi 


K' 


F\q>,) 


S 


l» 


1« 


90^ 


0' 


1,5709 


1,5709 


3,1418 




5 


11 


33 


1,5738 


0,2017 


1,7755 




10 


5 


46 


1,5828 


0,1007 


1,6835 




15 


3 


52 


1,5981 


0,0674 


1,6655 




20 


2 


56 


1,6200 


0,0512 


1,6712 




25 


2 


22 


1,6490 


0,0414 


1,6904 




30 


2 





1,6858 


0,0349 


1,7207 




35 




45 


1,7312 


0,0306 


1,7618 




40 




33 


1,7868 


0,0271 


1,8139 




45 




25 


1,8541 


0,0247 


1,8788 




50 




18 


1,9356 


0,0227 


1,9583 




55 




13 


2,0347 


0,0213 


2,0560 




60 




9 


2,1565 


0,0201 


2,1766 




65 




6 


2,3088 


0,0193 


2,3281 


X, 


70 




4 


2,5046 


0,0187 


2,5233 




75 




2 


2,7681 


0,0181 


2,7862 




80 




1 


3,1534 


0,0176 


3,1710 




85 







3,8317 


0,0175 


3,8492 




90 







•CX) 


0,0175 


CX) 


5» 


5 


90 





1,5738 


1,5738 


3,1476 




10 


30 


7 


1,5828 


0,5264 


2,1092 




15 


19 


41 


1,5981 


0,3439 


1,9420 




20 


14 


56 ' 


1,6200 


0,2609 


1,8809 




25 


11 


54 


1,6490 


0,2079 


1,8569 




30 


10 


2 


1,6858 


0,1754 


1,8612 




35 


8 


44 


1,7312 


0,1527 


1,8839 




40 


7 


48 


1,7868 


0,1371 


1,9239 


. 


45 


7 


5 


1,8541 


0,1237 


1,9778 




50 


6 


32 


1,9356 


0,1142 


2,0498 




55 


6 


6 


2,0347 


0,1066 


2,1413 




60 


5 


47 


2,1565 


0,1011 


2,2576 




65 


5 


31 


2,3088 


0,0964 


2,4052 




70 


5 


19 


2,5046 


0,0930 


2,5976 




75 


5 


11 


2,7681 


0,0906 


2,8687 




80 


5 


5 


3,1534 


0,0889 


3,2423 




85 


5 


1 


3,8317 


0,0877 


3,9194 




90 


5 


• 


oo 


0,0874 


CX) 



Saalschüts, der belastete Stab. 



16 
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4. 


»' 


<Pi 


K' 


F\^>^) 


S 


10" 


10^ 


90« 


0' 


1,5828 


1,5828 


3,1656 




15 


42 


8 


1,5981 


0,7217 


2,3198 




20 


30 


31 


1,6200 


0,5354 


2,1554 




25 


24 


16 


1,6490 


0,4257 


2,0747 




30 


20 


19 


1,6858 


0,3565 


2,0423 




35 


17 


38 


1,7312 


0,3093 


2,0405 




40 


15 


40 


1,7868 


0,2749 


2,0617 




45 


14 


13 


1,8541 


0,2494 


2,1035 




50 


13 


6 


1,9356 


0,2298 


2,1654 




55 


12 


14 


2,0347 


0,2147 


2,2494 




60 


11 


34 


2,1565 


0,2029 


2,3594 




65 


11 


3 


2,3088 


0,1939 


2,5027 




70 


10 


39 


2,5046 


0,1867 


2,6913 




75 


10 


21 


2,7681 


0,1816 


2,9497 




80 


10 


9 


3,1534 


0,1780 


3,3314 


« 


85 


10 


2 


3,8317 


0,1760 


4,0077 




90 


10 





oo 


0,1754 


oo 


15» 


15 


90 





1,5981 


1,5981 


3,1962 




20 


49 


10 


1,6200 


0,8691 


2,4891 




25 


37 


46 


1,6490 


0,6672 


2,3162 




30 


31 


10 


1,6858 


0,5505 


2,2363 




35 


26 


49 


1,7312 


0,4735 


2,2047 




40 


23 


45 


1,7860 


0,4194 


2,2062 




45 


21 


28 


1,8541 


0,3790 


2,2331 


¥ 


50 


19 


45 


1,9356 


0,3487 


2,2843 




55 


18 


25 


2,0347 


0,3251 


2,3598 




60 


17 


23 


2,1565 


0,3069 


2,4634 




65 


16 


36 


2,3088 


0,2932 


2,6020 




70 


15 


59 


2,5046 


0,2822 


2,7868 




75 


15 


32 


2,7681 


0,2743 


3,0424 




80 


15 


14 


3,1534 


0,2689 


3,4223 




85 


15 


4 


3,8317 


0,2660 


4,0977 




90 


15 





oo 


0,2648 


oo 


20« 


20 


90 





1,6200 


1,6200 


3,2400 




25 


54 


3 


1,6490 


0,9656 


2,6146 




30 


43 


10 


1,6858 


0,7702 


2,4560 




35 


36 


37 


1,7312 


0,6530 


2,3842 




40 


32 


9 


1,7868 


0,5732 


2,3600 


» 


45 


28 


56 


1,8541 


0,5158 


2,3699 




50 


26 


31 


1,9356 


0,4726 


2,4082 




55 


24 


41 


2,0347 


0,4400 


2,4747 
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{> 




<Pi 


K' 


F'{q>^) 


S 


20" 


55<^ 


24^ 


41' 


2,0347 


0,4400 


2,4747 




60 


23 


16 


2,1565 


0,4120 


2,5685 




65 


22 


10 


2,3088 


0,3950 


2,7038 




70 


21 


21 


2,5046 


0,3806 


2,8852 




75 


20 


44 


2,7681 


0,3695 


3,1376 




80 


20 


19 


3,1534 


0,3620 


3,5154 




85 


20 


5 


3,8317 


0,3579 


4,1896 




90 


20 





oo 


0,3564 


oo 


25" 


25 


90 





1,6490 


1,6490 


3,2980 




30 


57 


41 


1,6858 


1,0449 


2,7307 




35 


47 


27 


1,7312 


0,8580 


2,5892 




40 


41 


6 


1,7868 


0,7425 


2,5293 




45 


36 


42 


1,8541 


0,6625 


2,5166 




50 


33 


28 


1,9356 


0,j6040 


2,5396 




55 


31 


3 


2,0347 


0,5603 


2,5950 




60 


29 


12 


2,1565 


0,5267 


2,6832 




65 


27 


47 


2,3088 


0,5011 


2,8099 


< 


70 


26 


43 


2,5046 


0,4819 


2,9865 




75 


25 


56 


2,7681 


0,4678 


3,2359 




80 


25 


24 


3,1534 


0,4580 


3,6U4 




85 


25 


6 


3,8317 


0,4528 


4,2845 




90 


25 





oo 


0,4509 


oo 


30» 


30 


90 





1,6858 


1,6838 


3,3716 




35 


60 


40 


1,7312 


1,1183 


2,8495 




40 


51 


4 


1,7868 


0,9388 


2,7256 




45 


45 





1,8541 


0,8260 


2,6801 




50 


40 


45 


1,9356 


0,7475 


2,6831 




55 


37 


37 


2,0347 


0,6895 


2,7242 




60 


35 


16 


2,1565 


0,6462 


2,8027 




65 


33 


29 


2,3088 


0,6134 


2,9222 




70 


32 


9 


2,5046 


0,5888 


3,0934 




75 


31 


10 


2,7681 


0,5708 


3,3389 




80 


30 


31 


3,1534 


0,5588 


3,7122 


- 


85 


30 


8 


3,8317 


0,5517 


4,3834 




90 


30 





CX) 


0,5493 


oo 


35» 


35 


90 





1,7312 


1,7312 


3,4624 




40 


63 


10 


1,7868 


1,1896 


2,9764 




45 


54 


13 


1,8541 


1,0150 


2,8691 




50 


48 


29 


1,9356 


0,9076 


2,8432 




55 


44 


26 


2,0347 


0,8307 


2,8654 



16* 



r'ff,) 



s 



i\iKU7 


0,8307 


2,8654 


n.tscs 


0,7750 


2,9315 


v;^*--^ 


0,7332 


3,0420 




0.7021 


3,2067 


0,6795 


3,4476 




0,6^3 


3,8177 


iA w ---ir 


0,6561 


4,4878 


:\(i ^ 


0.6528 


CX) 


4,1 it*f ■ -''^- 


1,7868 


3,5736 


M r. r -•>'-- 


L2633 


3,1174 


!,n :r. : ■ -'^ 


1.0964 


3,0320 




0,9907 


3,0254 


«// A^r ' ^:.:"5 


0.9168 


3,0733 




0,8630 


3,1718 


r » ^ ^. - ^ö 


0.8242 


3,3288 




0,7962 


3,5643 


■^ —. -^ , . ^' o -« 


0,7774 


3,9308 


z \>ol7 


0,7649 


4,5966 




0,7629 


CX) 


\-;^i»*> 


1,8396 


3,6792 


'..^-ii 


1,5903 


3,4444 


;- * '^öti 


1,2849 


3,2205 


: :>^7 


1,1385 


3,1732 


J,- ^i.ö 


1,0443 


3,2008 


i »t',v{> 


0,9770 


3,2858 


i. H'46 


0,9303 


3,4349 


:. "^^i 


0,8967 


3,6648 




0,8741 


4,0275 


\<;U7 


0,8613 


4,6930 


* cv 


0,8569 


oo 


*.V>4I 


1,8541 


3,7082 


\*v^Ö<> 


1,3412 


3,2768 


\v^u: 


1,1797 


3,2144 


\ U">o6 


1,0787 


3,2352 




1,0080 


3,3168 


' ^^^ '\>04G 


0,9578 


3,4624 


\.T>;>1 


0,9229 


3,6910 


^xl.v,^.t 


0,8990 


4,0524 


\\^17 


0,8862 


4,7179 


>V 


0,8814 


CX) 
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Tabelle II 

beaüglich der Minimalwerthe von S mit gradweise wachsendem '0''. 



£> 


-9-' 


9i 


K' 


F'M 


S 


5» 


20« 


14« 56' 


1,6200 


0,2609 


1,8809 




21 


14 5 


1,6252 


0,2460 


1,8712 




22 


13 27 


1,6307 


0,2352 


1,8659 




23 


12 53 


1,6363 


0,2253 


1,8616 




24 


12 22 


1,6426 


0,2161 


1,8587 




25 


11 54 


1,6490 


0,2079 


1,8569 




26 


11 28 


1,6557 


0,2004 


1,8561 




27 


11 4 


1,6627 


0,1934 


1,8561 




28 


10 42 


1,6701 


0,1871 


1,8572 




29 


10 21 


1,6777 


0,1809 


1,8586 




30 


10 2 


1,6858 


0,1754 


1,8612 


lO*" 


30 


20 19 


1,6858 


0,3565 


2,0423 




31 


19 42 


1,6941 


0,3456 


2,0397 




32 


19 8 


1,7028 


0,3357 


2,0385 




33 


18 36 


1,7119 


0,3263 


2,0382 




34 


18 5 


1,7214 


0,3172 


2,0386 




35 


17 38 


1,7312 


0,3093 


2,0405 




36 


17 11 


1,7415 


0,3014 


2,0429 




37 


16 46 


1,7522 


0,2940 


2,0462 




38 


16 23 


1,7633 


0,2874 


2,0507 




39 


16 1 


1,7748 


0,2810 


2,0558 




40 


15 40 


1,7868 


0,2749 


2,0617 


15^^ 


30 


31 10 


1,6858 


0,5505 


2,2363 




31 


30 10 


1,6941 


0,5328 


2,2269 




32 


29 14 


1,7028 


0,5163 


2,2191 




33 


28 22 


1,7119 


0,5010 


2,2129 




34 


27 34 


1,7214 


0,4868 


2,2072 




35 


26 49 


1,7312 


0,4735 


2,2047 




36 


26 8 


1,7415 


0,4615 


2,2030 




37 


25 28 


1,7522 


0,4497 


2,2019 




38 


24 52 


1,7633 


0,4391 


2,2024 




39 


24 17 


1,7748 


0,4288 


2,2036 




40 


23 45 


1,7868 


0,4194 


2,2062 


20« 


35 


36 37 


1,7312 


0,6530 


2,3842 




36 


35 36 


1,7415 


0,6349 


2,3764 




37 


34 38 


1,7522 


0,6176 


2,3698 
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1. 


d' 


Vi 


K' 


F'iv,) 


S 


20« 


37« 


34« 


38' 


1,7622 


0,6176 


2,3698 • 




38 


33 


45 


1,7633 


0,6019 


2,3652 




39 


32 


55 


1,7748 


0,5870 


2,3618 




40 


32 


9 


1,7868 


0,5732 


2,3600 




41 


31 


26 


1,7992 


0,6604 


2,3596 




42 


30 


45 


1,8122 


0,5483 


2,3605 




43 


30 


6 


1,8256 


0,5365 


2,3621 




44 


29 


30 


1,8396 


0,6258 


2,3654 




45 


28 


56 


1,8541 


0,5158 


2,3699 


25« 


40 


41 


6 


1,7868 


0,7425 


2,5293 




41 


40 


6 


1,7992 


0,7243 


2,5235 


42 


39 


10 


1,8122 


0,7073 


2,5195 


! 43 


38 


17 


1,8256 


0,6912 


2,5168 


44 


37 


28 


1,8396 


0,6765 


2,5161 




45 


36 


42 


1,8541 


0,6625 


2,5166 




46 


35 


59 


1,8691 


0,6495 


2,5186 


47 


35 


18 


1,8848 


0,6372 


2,5220 




48 


34 


39 


• 1,9011 


0,6254 


2,5265 




49 


34 


3 


1,9180 


0,6146 


2,5326 




50 


33 


28 


1,9356 


0,6040 


2,5396 


3D« 


40 


51 


4 


1,7868 


0,9388 


2,7256 




41 


49 


40 


1,7992 


0,9127 


2,7119 




42 


48 


21 


1,8122 


0,8881 


2,7003 




43 


47 


9 


1,8256 


0,8659 


2,6915 




44 


46 


2 


1,8396 


0,8451 


2,6847 




45 


45 





1,8541 


0,8260 


2,6801 




46 


44 


3 


1,8691 


0,8084 


2,6775 




47 


43 


8 


1,8848 


0,7914 


2,6762 




48 


42 


17 


1,9011 


0,7756 


2,6767 




49 


41 


30 


1,9180 


0,7612 


2,6792 




50 


40 


45 


1,9356 


0,7475 


2,6831 


35« 


45 


54 


13 


1,8541 


1,0150 


2,8691 




46 


52 


53 


1,8691 


0,9915 


2,8606 




47 


51 


40 


1,8848 


0,9683 


2,8531 




48 


50 


31 


1,9011 


0,9463 


2,8474 




49 


49 


28 


1,9180 


0,9262 


2,8442 




50 


48 


29 


1,9356 


0,9076 


2,8432 




51 


47 


34 


1,9539 


0,8901 


2,8440 




52 


46 


43 


1,9729 


0,8740 


2,8469 




53 


45 


55 


1,9927 


0,8588 


2,8515 
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1, 


»' 


( 


Vi 


K' 


^'(<pO 


S 


35« 


53« 


45« 


55' 


1,9927 


0,8588 


2,8515 




54 


45 


9 


2,0133 


0,8443 


2,8576 




55 


44 


26 


2,0347 


0,8307 


2,8654 


40« 


50 


57 


3 


1,9356 


1,0964 


3,0320 




51 


55 


49 


1,9539 


1,0716 


3,0255 




52 


54 


40 


l.,9729 


1,0490 


3,0219 




53 


53 


37 


1,9927 


1,0283 


3,0210 




54 


52 


37 


2,0133 


1,0085 


3,0218 




55 


51 


42 


2,0347 


0,9907 


3,0254 




56 


50 


50 


2,0571 


0,9736 


• 3,0307 




57 


50 


2 


2,0804 


0,9581 


3,0385 




58 


49 


18 


2,1047 


0,9437 


3,0484 




59 


48 


35 


2,1300 


0,9296 


3,0596 




60 


47 


56 


2,1565 


0,9168 


3,0733 


44« 


50 


65 


4 


1,9356 


1,2849 


3,2205 




51 


63 


22 


1,9539 


1,2494 


3,2033 




52 


61 


51 


1,9729 


1,2181 


3,1910 




53 


60 


27 


1,9927 


1,1891 


3,1818 




54 


59 


10 


2,0133 


1,1627 


3,1760 




55 


57 


59 


2,0347 


1,1385 


3,1732 




56 


56 


55 


2,0571 


1,1168 


3,1739 




57 


55 


56 


2,0804 


1,0968 


3,1772 




58 


55 





2,1047 


1,0777 


3,1824 




59 


54 


8 


2,1300 


1,0585 


3,1885 




60 


53 


21 


2,1565 


1,0443 


3,2008 


45« 


50 


67 


23 


1,9356 


1,3416 


3,2772 




51 


65' 


29 


1,9539 


1,3013 


3,2552 




52 


63 


49 


1,9729 


1,2661 


3,2390 




53 


62 


18 


1,9927 


1,2345 


3,2272 




54 


60 


56 


2,0133 


1,2061 


3,2194 




55 


59 


41 


2,0347 


1,1801 


3,2148 




56 


58 


32 


2,0571 


1,1561 


3,2133 




57 


57 


28 


2,0804 


1,1343 


3,2147 




58 


56 


30 


2,1047 


1,1144 


3,2191 




59 


55 


35 


^,1300 


1,0957 


3,2257 




60 


54 


44 


2,1565 


1,0782 


3,2347. 
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